Kapitel 2

Zentralitat

“One of the primary uses of graph theory in social network analysis is the
identification of the most important actors in a social network.”
(Wasserman/Faust, 1994)

[AKTIV: Wer ist zentral? Warum?]

31
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Die relative Wichtigkeit der Knoten eines Multigraphen interessiert auch in
zahlreichen anderen Kontexten, wir wollen uns jedoch vordringlich mit den
Gemeinsamkeiten der dahinter stehenden Methoden beschéftigen. Da der
modellierte Gegenstand — und insbesondere seine nicht durch den Multigra-
phen erfassten Eigenschaften — fiir uns unbedeutend sind, wollen wir nur
strukturell verschiedene Multigraphen unterscheiden.

2.1 Definition (Isomorphie)
Zwei Multigraphen G = (V, E) und G' = (V', E') heiBen isomorph, G = G,
falls es eine Bijektion  : V. — V' mit (v,w) €, E <= a(v,w) =
(a(v),a(w)) €, E' gibt. In diesem Fall nennen wir o einen zugehdrigen
(Multigraphen-)Isomorphismus und schreiben auch a(G) = G'. Falls V =V’
heifit o auch Automorphismus von G.

2.2 Definition (Strukturindex)
Seien IC eine unter Bildung von Zusammenhangskomponenten abgeschlossene
Klasse nicht-isomorpher Multigraphen und RY,, die Menge aller Vektoren
iiber den nicht-negativen reellen Zahlen. Eine Funktion s : K — R%, heift
(Knoten- bzw. Kanten-)Strukturindex auf IC, falls -

o fiiralleG=(V,F) ek
s(G) € ]RgO bzw. s(G) € ]Rgo
(d.h. s ist ein Knoten- bzw. Kantenindex),
o fiir alle G = (V, E) € K und Automorphismen « von G
(G = s(@(Gagy bow. (G = (Gt

fiirallev eV bzw. e €
(d.h. s bewertet ausschlieBlich die Struktur des Graphen), und

e fiir alle G = (V, FE) € K und Zusammenhangskomponenten
C=Ve,Ec)CG

$(G)y - s(C)yy = s(C)y - 8(G)y  bzw. s(GQ)-s(C)y = s(C). - s(G)y
fiir alle v,w € Vi bzw. e, f € E¢ (d.h. s ist konsistent ).

Gibt es zu einem Multigraph G ¢ K einen isomorphen Multigraphen o(G) €
IC, so definieren wir s(G) = s(a(G)).
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Nicht jeder Strukturindex misst etwas, das unserem intuitiven Verstdndnis
von ,, Zentralitat® entspricht. Wir formulieren daher (sehr schwach erschei-
nende) Mindestanforderungen, die auflerdem noch zwischen grundsétzlich
verschiedenen Formen struktureller Zentralitdt unterscheiden.

2.3 Definition (Zentralitiit)
FEin Strukturindex c¢ auf einer unter Hinzufiigen von Kanten abgeschlossenen
Klasse IC von Multigraphen heifit (schwacher) (Knoten-)Zentralitét(sindex),
falls eine der drei folgenden Bedingungen fiir alle G = (V,F) € K und
v,w eV gilt:

e—o FirallexeV
(G)y 2 e(G)e = oG+ (v,0))y 2 (G + (v, W),
(Zentralitit basierend auf Einfluss, Zugang, usw.)
o—e FirallexeV
Gy 2 c(G)e = (G + (v,w))p 2 (G + (v,0))e
(Zentralitit basierend auf Reputation, Erreichbarkeit, usw.)
e—e [FirallexeV

c(G)y +¢(G)w > c(G),
= (G + (v,w)), + (G + (v,w))y > (G + (v,W)),

(Zentralitét basierend auf Kontrolle, Mediation, usw.)

Wir schreiben auch kurz ¢ € @—o(K), ¢ € o—o(K), bzw. ¢ € e — o(K) und
sagen, ¢ sei vom Typ e—o, o—e bzw. e —e.
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Normierte Zentralitdten erlauben den Vergleich der relativen Wichtigkeit von
Knoten in Netzwerken unterschiedlicher Grofle, aber auch bzgl. unterschied-
licher Indizes.

Definition (Normalisierung)
Ein Knoten- bzw. Kanten-Strukturindex s auf IC heifit normiert, falls

d s(G)y=1 bzw. > s(G).=1

veV eel
fiir alle G = (V, E) € K.

Bemerkung
Zu jeder Zentralitét ¢ auf IC gibt es eine eindeutige normierte Zentralitét ¢
auf IC mit

(
«C) falls ¢(G), > 0 fiir ein x € V
> G)s
é(G)v _ zeV
1
— sonst .
)

Diese kann als Verteilung der Zentralitédt (der Wichtigkeit, des Einflusses,
usw.) angesehen werden.

Beispiel (Gradzentralitét)
Man priift leicht nach, dass der FEingangsgrad eine o — e-Zentralitét, der
Ausgangsgrad eine @ — o-Zentralitét, und der Knotengrad eine o — e-, @ — o-
und auch e — e-Zentralitét ist.

Die Gradzentralitdten sind lokal in dem Sinne, dass sie ausschliellich die
Nachbarschaft eines Knotens beriicksichtigen. Wir werden zwei verschiede-
ne Arten von Verallgemeinerungen betrachten, welche die globale Struktur
des Multigraphen beriicksichtigen. Bei der ersten gehen die Entfernungen zu
anderen Knoten ein, bei der zweiten die Bewertungen der Nachbarn.

Offene Frage: Folgt aus ¢ € o —e(K)Ne—o(K)Ne— o(K), dass ¢ monoton
im Knotengrad ist?
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2.1 Abstandszentralititen

Als Variante der Gradzentralitdten kann die Grole der Nachbarschaften eines
Knotens zur Zentralitdtsbestimmung herangezogen werden. Eine Moglich-
keit, andere Knoten iiber die Nachbarschaft hinaus in die Bewertung einzu-
beziehen, besteht dann darin, die Zahl der Nachbarn von Nachbarn, die selbst
keine Nachbarn des betrachteten Knotens sind, hinzuzuzahlen, aber z.B. ge-
ringer zu gewichten. Deren noch nicht beriicksichtigte Nachbarn konnten mit
noch geringerem Gewicht hinzugezéhlt werden, usw.

Definition (Abstand)

Sei G = (V, E) ein Multigraph. Gibt es fiir zwei Knoten s,t € V einen Weg
von s nach t, so heiit die kiirzeste Lénge eines (s,t)-Weges Abstand (auch:
Distanz), dg(s,t), von s nach t. Gibt es keinen (s, t)-Weg, so vereinbaren wir
dg(s,t) = oo.

Um Schwierigkeiten mit unendlichen Absténden zu vermeiden, betrachten
wir in diesem Abschnitt meist nur stark zusammenhéngende Multigraphen.
Sei daher im folgenden S die Klasse der stark zusammenhéngenden Multi-
graphen und G die Klasse aller Multigraphen.

Definition (Exzentrizitit, Durchmesser, Radius)
Fiir einen Multigraphen G' = (V, E) definieren wir

die Exzentrizitit eq(v) = max{dg(v,w),dg(w,v): weV},
den Radius rad(G) = min{eg(v): veV} und
den Durchmesser diam(G) = max{eg(v): veV} .

Ublicherweise wird das Zentrum C(G) C V eines zusammenhéingenden unge-
richteten Graphen (d.h. eines ungerichteten Graphen mit endlichem Radius)
als die Menge der Knoten mit kleinster Exzentrizitdt definiert,

C(G)={veV:egv)=radG)} .

Wir kénnen diesen Zentrumsbegriff zu einem Zentralitédtsindex fiir stark zu-
sammenhéngende Multigraphen erweitern, indem wir z.B. allen Knoten im
analog definierten Zentrum den Wert 1, und allen auflerhalb den Wert 0
zZuweisen.

Frage: Um welche Sorte Zentralitit handelt es sich dann?
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Der folgende Index macht feinere Unterschiede, indem statt der Exzentrizitét
(also des maximalen Abstands) der mittlere Abstand zu anderen Knoten
zugrunde gelegt wird.

Definition (Closeness; Beauchamp 1965)
Die Closeness-Zentralitéit cc ist definiert durch

B 1
- S da(v,t)

teV

fir alle G = (V,E) € S, wobei § =1 gelte.

CC(G)U

Frage: Warum wird Closeness-Zentralitdt nur auf stark zusammenhéngen-
den Multigraphen definiert?

7.09 % 7.09 %

10.47 % 10.04 %

6.69 % 6.69 %

normierte Closeness-Zentralitdt im Beispielgraphen
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Satz
cc € e—0o(S)

B Beweis: Scien G = (V,E) € S, c=cc(G), v,w eV, G =G+ (v,w)
und ¢ = ¢¢(G’"). Wir miissen zeigen, dass

/ /
Cy 2 Cpy = C, = C,

fiir alle 2 € V. Fiir ein festes 2 € V folgt aus ¢, > ¢, zunéchst ), da(v,t) <
> ey da(z,t). Wir zeigen, dass

dG(th) - dG”(U7t) > dG(xat) - dG”(xvt) > 0

fir alle t € V, woraus dann ), de(v,t) < Y, der(,t) und somit die
Behauptung folgt. Die hintere Ungleichung ist klar, da wir eine Kante hin-
zufiigen und also keinen Abstand vergroBern. Ist dg(z,t) — dg/(z,t) > 0, so
muss jeder kiirzeste (x,t)-Weg in G’ die neue Kante (v, w) benutzen. Es gilt
daher dg/(z,t) = de(z,v) + der(v,t) und wir erhalten

dG('Tv t) - dG/('Tv t) = dG('Tv t) - [dcy(.ﬁ(], U) + dG’<U7 t)]
< [dg(l', U) -+ dG’(U, t)] — [dG’ (I‘, U) + dG/(U, t)]

= dg(v,t) — dg(U,t) .

Die letzte Gleichung gilt, weil eine neue Kante (v,w) den Abstand von x
nach v nicht verkleinert. 4

Satz
cc € o—e(S)Ue—e(S)

B Beweis:

cc g o—e(S): coc g o—e(S):
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Aus c¢ erhalten wir dennoch leicht eine o — e-Zentralitdt, indem wir in
der Definition die Distanzen von durch Distanzen nach v ersetzen. Die Be-
dingungen an e — e-Zentralitéiten sind motiviert durch den folgenden, sehr
populdren Index auf der Klasse aller nicht-isomorphen Multigraphen G.

Definition (Betweenness; Anthonisse 1971, Freeman 1977)
Die Betweenness-Zentralitit cp ist definiert durch

en(@), = Y Zen )

s,teVv O-G(S7t)
fiir alle G = (V, E) € G. Dabei bezeichne o¢(s,t) die Anzahl der kiirzesten
Wege von s nach t, o (s, t|v) die Anzahl der kiirzesten (s,t)-Wege, die v als

inneren Knoten enthalten (d.h. v liegt auf dem Weg, aber v # s,t), und es
gelte g = 0.

0 % 0 %

6.19 %

normierte Betweenness-Zentralitdt im Beispielgraphen
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Satz
cp € e —o(G)

B Beweis: (verbesserungsbediirftig!) Seien wieder G = (V,E) € G,
v,w € V und G’ = G + (v, w). Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir zu
jedem Paar s,t € V fiir alle x € V' zeigen konnen, dass

UG’(S7 t‘”) + UG”(‘S; t|w) B UG’(S7 t‘.ﬁC) > Uc;(S, t|’U) + UG(‘S; t|w) B UG(‘S? t|fl?)
UG’<S7t) N UG(‘Sat)

Wir wihlen s, ¢, x € V beliebig und unterscheiden danach, ob die neue Kante
(v,w) den Abstand von s nach ¢ verringert.

1. Fall: Bleibt der Abstand gleich, so ist jeder kiirzeste (s,t)-Weg in G auch
ein solcher in G'. Es gilt daher o¢/(s,t) = o¢(s,t) + k, wobei (v,w) auf den
k > 0 neuen kiirzesten (s,t)-Wegen in G’ liegt.

Ist s = w oder t = v, dann ist kK = 0, sodass beide Seiten der Ungleichung
identisch sind. Fiir s = v und ¢t = w bestehen alle (alte und neue) kiirzeste
(s,t)-Wege nur aus einer Kante. Weder v oder w noch x sind dann innerer
Knoten, sodass beide Seiten identisch Null sind.

Im Fall s = v und ¢t # w ist og(s,tjv) = og/(s,tlv) = 0, aber wieder
oa (s, tlw) = og(s,tlw) + k und og (s, t|lx) < og(s,tlx) + k (wobei k =
oc(w,t)). Die Ungleichung folgt sofort, da immer oq(s,t|jw) — (s, t|r) <
oc(s,t). Der Fall s # v und ¢t = w geht analog.

Ist schliefllich {s,¢} N {v,w} = 0, so sind v und w innere Knoten aller k
neuen kiirzesten (s, t)-Wege, d.h. wir haben o¢/ (s, t|v) = o0¢(s,t|v) + k und
o (s, tlw) = og(s, t|w) + k. Da nicht jeder neue Weg auch x enthalten muss,
ist oa (s, tlx) < og(s,tlx) + k. Fir og(s,t|v) + og(s, tjw) — og(s,tlx) <
oc(s,t) oder og(s,t|x) = 0 folgt damit die Ungleichung. Andernfalls ist 0 <
oc(s,tlr) < min{og(s,t|v),oq(s, tjw)}, sodass = in G und G’ entweder auf
einem kiirzesten (s, v)-Weg oder auf einem kiirzesten (w, t)-Weg liegt, jeweils
jedoch nicht auf allen. Die Anzahl o (s, t|x) —o¢(s, t|x) der neuen kiirzesten
(s,t)-Wege iiber x wéchst damit auch nur anteilig und ist dann hochstens

fo o 2elln) g k. 2el2) e Ungleichung folgt durch Einsetzen.

oa(s,tlv) og(s,tlw)
2. Fall: Ist dei(s,t) < dg(s,t), dann benutzt jeder der k& > 0 kiirzesten (s, t)-
Wege in G’ die neue Kante (v, w), d.h. og/(s,t) = k, kein kiirzester (s, t)-Weg
in G ist auch ein solcher in G’ sowie s # w und ¢ # v.

Fir {s,t} = {v,w} sind dann also s = v und t = w, woraus o (s,t|z) =0
folgt. Die linke Seite der Ungleichung ist damit entweder 0 oder 2, jedenfalls
aber nicht kleiner als die rechte.
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Fiir {s,t} N {v,w} = 0 sind auch og (s, t|v) = o (s, tjlw) = k. Wir haben

_ o (stlv) oc(s,tlv
also 1 = 20 > 06D
kiirzesten (s,t)-Weg in G, ist also 0 = o¢/(s,t|r) < og(s,t|z), gilt damit
die Ungleichung. Ist andererseits o¢ (s, t|x) > 0, dann muss x wieder auf

einem kiirzesten (s, v)- oder (w,t)-Weg liegen. Da sich deren Anzahl aber in
s,t|v)—o g (s,t]x) > oa(s,tlv)—oa(stlz
o (s,t) — oG (s,t)

) und entsprechend fiir w. Liegt nun z auf keinem

) byw.

G' gegeniiber G nicht verdndert, gilt oarl

o (s,t|lw)—o g (s,t|x) > oa(stlw)—og(s,t|z)
(el (st) - ac(st)

AbschlieBend betrachten wir wieder nur den Fall s = v und ¢t # w. Es
gilt og(s,tlv) = oe (s, tlv) = 0 und o (s, tjw) = k = o (s, t). Da alle
kiirzesten (s,t)-Wege in G’ mit der Kante (s,w) = (v, w) beginnen, folgt
oc (s, t|z) < oe (s, tjw) = og(w, t). Liegt x auf keinem kiirzesten (w, t)-Weg,
ist o (s,t|x) = 0 und die Ungleichung gilt. Andernfalls konnen wir wie ge-

agr (sitlw)—o g (s,tx) og(s,tlw)—og(s,tx) ]
. JG/(s,tC; > = JG(svtC); schlieflen. ]

, woraus die Ungleichung folgt.

rade eben

Bemerkung

Wir haben sogar gezeigt, dass [cg(G")y + c5(G")w] — [cB(G)y + c5(G)w] >
cg(G")y — cg(Q),, d.-h. von einer neuen Kante (v,w) profitieren v und w
zusammen mehr als jeder andere Knoten.

Satz
cg g o—e(S)Ue—o(S)
B Beweis:
cg € o—e(S): cg & e—0(S) :
w v
Cpw=42>3 v c,=4>3=c
a,=4<6=c, a=4<6=d,
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2.16 Beispiel (Der Aufstieg Moskaus, Pitts 1965/1978)
Netzwerk russischer Handelsrouten im 12./13. Jahrhundert:
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Um Closeness- und Betweenness Zentralitdten zu berechnen, bendtigen wir
auBer den paarweisen Abstédnden zwischen Knoten auch die paarweisen An-
zahlen der kiirzesten Wege und die Anzahlen von kiirzesten Wegen iiber Drit-
te. Ein naheliegender Ansatz ergibt sich unmittelbar aus der Représentation
von Multigraphen durch Adjazenzmatrizen.

2.17 Lemma
Sei G = (V, E) ein Multigraph, A = A(G) seine Adjazenzmatrix und AF =

(a(k)) deren k-te Potenz. Fiir zwei Knoten s,t € V ist al®) gerade die
s, teVv

st ER

Anzahl aller gerichteten Kantenfolgen von s nach t der Lénge k.

B Beweis: Durch Induktion iiber k: Fiir £k = 0 ist ai?t) =0 fiir s # t und

ag?t) = 1 andernfalls. Das ist gerade die Anzahl der gesuchten Kantenfolgen

der Lange 0.

Jede Kantenfolge von s nach ¢ der Lange k& > 0 endet mit einer Kante (v, t) fiir

ein v € V. Davon gibt es jeweils a,; viele und nach Induktionsvoraussetzung

ist aglfv_l) die Anzahl der gerichteten Kantenfolgen von s nach v der Léange

k — 1. Fiir die Eintrige von A* = A¥~1. A gilt aber
ag’ft) = Z aﬁﬁf” “ Oyt
veV
und damit die Behauptung. U

Fir zwei Knoten s,t € V eines Multigraphen G = (V, E) mit endlichem
Abstand von s nach ¢ und einen weiteren Knoten s,t # v € V sind daher

da(s,t) = min{kelNO:agft);éO} < n-1

oc(s,t) = aif™"

oa(s,v) - og(v,t) falls dg(s,t) = da(s,v) + da(v, t)
oa(s,tlo) = 0 sonst

Mit der naheliegenden O(n?) Implementation der Matrixmultiplikation erhal-
ten wir daraus einen O(n?) Algorithmus fiir die Berechnung der Closeness-
und Betweenness-Zentralitét.
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Wir werden die Laufzeit zunéchst auf O(n?) und dann auf O(nm) verbessern.
Da fiir viele soziale und groe Netzwerke m € O(n) gilt, entspricht das noch
einmal einer Groflenordnung.

Der folgende Algorithmus ist die Erweiterung eines Standard-Algorithmus’
zur Bestimmung der paarweisen Abstédnde um die Anzahlen der kiirzesten
Wege.

Algorithmus 5: Langen und Anzahlen kiirzester Wege
(Warshall 1962; Floyd 1962; Batagelj 1993)
Eingabe : Multigraph G = (V, E)
Ausgabe: Matrix D = (d; ), ;.\ (paarweise Abstinde)
Matrix ¥ = (054), ,cy (Anzahlen kiirzester Wege)

;

0 v=w
initialisiere D mit d,,, =<1 v # w und (v,w) € F
(00 sonst
(1 v=w
initialisiere ¥ mit 0y, = ¢k v # w und (v,w) €, F
(0 sonst

foreach v € V do

foreach s € V' \ {v} do
foreach t € V' \ {v} do

if ds; = ds, +d,; then
L Us,t — Us,t + Osw* Out
if dg,, +d,; < ds: then
L ds,t — ds,v + dv,t

Ost < Osw " Ougt
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Satz
Nach Beendigung des Algorithmus gilt d,; = dg(s,t) und oy, = 0¢(s,t) fiir
alle s,t € V.

B Beweis: Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die Knoten in
jeder Schleife in der festen Reihenfolge vy, ..., v, durchlaufen werden. Fiir
alle s,t € V seien dglft) und ag? die nach 0 < k& < n Durchldufen der &uflersten

Schleife berechneten Eintréage.

Wir zeigen, dass die dg’ft) und ag? gerade die Lange und Anzahl der kiirzesten
(s,t)-Wege ist, in denen nur Knoten aus V*) = {v;, ..., v} als innere Knoten
vorkommen.

Die Aussage ist fiir £ = 0 sicher richtig. Nehmen wir also an, sie gilt nach
k —1 > 0 Durchlaufen der duflersten Schleife, wahlen ein festes Paar s,t €
V und betrachten den Knoten vg. Wenn v, auf einem kiirzesten (s,t)-Weg
liegt, dessen innere Knoten alle aus V*) stammen, dann haben die Teilwege
von s nach v, und von v, nach t innere Knoten nur aus V* =1, Die Linge

eines solchen Weges ist nach unserer Invariante gerade dgﬁ;cl) + dz(}l:tl). Die

o solcher (s,vx)- und aq(f:ftl) solcher (v, t)-Wege konnen wir beliebig
kombinieren. O

Da die Laufzeit offensichtlich in ©(n?) ist, und wir aus den berechneten
Informationen anschliefend die Closeness- und Betweenness-Zentralitidten in

O(n?) bzw. in ©(n?) Zeit bestimmen konnen, erhalten wir insgesamt zwei
O(n?) Algorithmen.
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Breitensuche

Zumindest fiir die Closeness-Zentralitdt wird die Laufzeit von der Berech-
nung der paarweisen Abstdnde dominiert. Statt mit Matrizen zu rechnen
werden wir den Multigraphen daher wie bei den verschiedenen Typen von
Zusammenhangskomponenten durchlaufen, um ausnutzen zu koénnen, dass
die meisten relevanten Netzwerke , wenige“ Kanten haben, d.h. m € o(n?).

Anders als bei der Tiefensuche setzen wir die Suche allerdings nicht vom
zuletzt, sondern vom zuerst gefundenen Knoten aus fort; suchen also in die
Breite statt in die Tiefe. Die wesentliche Anderung in der Implementation be-
steht daher in der Verwendung einer Queue (FIFO: first-in, first-out) anstelle
des Stacks (LIFO: last-in, first-out).

Auflerdem beschrianken wir uns auf die Suche ausgehend von einem bestimm-
ten Knoten. Da kein Backtracking stattfindet, wird der vom Argumentknoten
aus durchsuchte Teilgraph erst zum Schluss ausgewertet.

Algorithmus 6: (Gerichtete) Breitensuche (breadth-first search, BEFS)
Eingabe : Multigraph G = (V, E), Wurzel s € V
Daten : Queue @ (fiir Knoten in BFS-Front)
Knoten- und Kantenmarkierungen

markiere s
Q «— (s)
— root(s)

while ) nicht leer do
entferne v «— @)

foreach nicht markierte |e = (v,w) € E'|do
markiere e
if w nicht markiert then
markiere w
L fiige an @ «— w
— traverse(v, e, w)

— done(s)
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Analog zur Tiefensuche definieren wir eine BFS-Numerierung der Knoten,
die jedoch eher der DFS-Numerierung der Kanten gleicht, da sie Knoten
mit gleich numerierten Vorgéngern nicht unterscheidet. Der Eingabeknoten
s erhélt die Breitensuchnummer BFS(s) = 0, und wir nennen s Wurzel der
Breitensuche. Wird ein Knoten w € V' beim Durchlaufen einer Kante (v, w)
markiert, erhélt er die Nummer BF'S(w) = BFS(v) + 1. Beachte, dass v bei
Durchlaufen von (v,w) bereits zuvor markiert wurde und daher numeriert
ist. Die Breitensuchnummer aller nicht markierten Knoten sei co.

Die Kanten werden wéihrend der Breitensuche wie folgt klassifiziert, wobei
die Bedeutung der Nicht-Baumkanten gegeniiber der Tiefensuche leicht mo-
difiziert ist. Zum Zeitpunkt, da die Kante (v, w) markiert wird, wird sie zu
einer

Baumkante ( —> ), falls w nicht markiert,

Riickwértskante ( =» ), falls w markiert und BFS(w) < BFS(v),

Querkante ( =-» ) falls w markiert und BFS(w) = BFS(v) und

Vorwiértskante ( ~> ), falls w markiert und BFS(w) > BFS(v).

(gerichtete) Breitensuche
Indizes entsprechen Breitensuchnummer der Knoten bzw.
Durchlaufreihenfolge der Kanten (graue wurden nicht durchlaufen)
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Wieder erhalten wir eine ungerichtete Version des Durchlaufs, indem wir die
eingekastete Kantenauswahlbedingung durch

e=(v,w) € E bzw. e = (w,v) € E

ersetzen.

ungerichtete Breitensuche
Indizes entsprechen Breitensuchnummer der Knoten bzw.
Durchlaufreihenfolge Kanten

Man sieht leicht, dass eine Breitensuche mit O(m) Laufzeit implementiert
werden kann.
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Lemma
Sei G = (V, E) ein Multigraph und s € V. Nach Breitensuche mit Wurzel s
gilt dg(s,v) = BFS(v) fiir allev € V.

B Beweis: Wird ein Knoten w an die Queue angehéingt, dann gibt es
einen Weg von der Wurzel s nach w, und umgekehrt werden alle Knoten, fiir
die es einen solchen Weg gibt, wihrend der Breitensuche einmal angehingt.
Insbesondere erhalten genau diese Knoten eine endliche BFS-Nummer.

Wir zeigen zunéchst folgende Invariante: Sei @ = (vq,...,vx) der Zustand
der Queue zu irgendeinem Zeitpunkt der Breitensuche, dann gilt BFS(v;) <
BFS(v;41) fiir alle 1 <4 < k und BFS(v;) < BFS(vq) + 1.

Die Invariante gilt natiirlich zu Beginn, wenn @ = (s). Die Queue #&ndert
sich entweder durch Anfiigen oder Entfernen eines Knotens. Wird ein Kno-
ten w angefiigt, so wurde zuvor ein Knoten v entfernt und wir kénnen die
Invariante annehmen. Das heifit aber, fiir v (falls es iberhaupt existiert),
gilt BFS(vy) < BFS(v) + 1 = BFS(w) und die Invariante bleibt erhalten.
Der andere Fall (Entfernen eines Knotens) ist noch einfacher.

Sei Vi, = {v € V : dg(s,v) = k} fiir alle 0 < k < n. Wir zeigen nun mit
Hilfe der Invariante, dass v € Vj, falls die Breitensuche v die BFS-Nummer £
zuweist. Zusammen mit der Beobachtung, dass alle erreichbaren Knoten eine
BFS-Nummer erhalten, beweist das die Behauptung. Fiir Vj = {s} ist nichts
zu zeigen. Fiir einen Knoten w € Vi, 0 < k < n, gilt fiir jeden unmittelbaren
Vorgénger v auf einem kiirzesten (s, w)-Weg, dass v € Vi_1. Zum Zeitpunkt
da der erste solche Knoten aus () entfernt wird, ist w wegen der obigen
Invariante noch nicht in @), hat also keine zu kleine BFS-Nummer erhalten.
Die Behauptung folgt, da mit Induktion iiber £ die Nachfolger aller Knoten
aus V;_1 numeriert werden, bevor ein Knoten aus Vj, aus der Queue entfernt
wird. OJ
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Algorithmus 7: Closeness-Zentralitédt von s € V'
(Spezialisierung der Breitensuche mit Wurzel s)

Ausgabe: Zentralitét c,
root(vertex s) begin
| =0
end
traverse(vertex v, edge e, vertex w) begin
| if e ist Baumkante then c; «— c¢; + BFS(w)
end

done(vertex s) begin
‘ ifcs;éOthencs%é
end

2.20 Satz
Die Closeness-Zentralitdten der Knoten eines stark zusammenhéngenden Mul-
tigraphen konnen in O(nm) Zeit berechnet werden.

B Beweis: Breitensuche von jedem Knoten aus. 0

Wir zeigen als néchstes, dass auch Betweenness-Zentralitdt durch Breitensu-
che von jedem Knoten aus berechnet werden kann. Dazu miissen wir zunéchst
zeigen, wie nicht nur die Lange, sondern auch die Anzahl der kiirzesten Wege
von der Wurzel aus bestimmt werden kann. Sei dazu

P (s,v) ={(u,v) € E: dg(s,v) =dg(s,u)+ 1}

die Multimenge aller eingehenden Kanten von v auf kiirzesten (s, v)-Wegen
(jeweils mit gleicher Vielfachheit wie in F).

2.21 Lemma

S og(s,u) fallss# vt
(u,v)EP (s,v)
og(s,v) =

1 sonst.
B Beweis: Falls s # v gibt es auf jedem kiirzesten (s, v)-Weg einen ein-

deutigen Vorgénger u. Jeder kiirzeste (s, u)-Weg kann dann durch jede Kante
(u,v) zu einem kiirzesten (s,v)-Weg verlangert werden. O

'Beachte zur Schreibweise: Fiir jede Kante aus P (s,v) werden entsprechend ihrer
Vielfachheit viele Summanden addiert.
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Da wir bei der Breitensuche immer nur einen Bezugspunkt (die Wurzel)
haben, schreiben wir die Definition der Betweenness-Zentralitit um. Dazu
definieren wir die Abhéngigkeit des Paares s,t € V bzw. des Knotens s € V/
vom Knoten v € V als

S (s, tlv) = %
Sa(slv) = > dals,tv) .

Die Betweenness-Zentralitit des Knotens v € V ist dann die Summe der
einseitigen Abhéngigkeiten aller anderen Knoten von v,

cs(G)y = Y dalslv),

seV
und wir haben folgende Rekursionsgleichung.

Lemma
Firs#veV

JG(Sa U)
0 = ——= (149 :
sl = 3 TR (1 do(slu)
(v,w)EP&(s,w)
fiir einw € V.
B Beweis: Wir erweitern den Begriff der Abhéngigkeit um benotigte Kan-

ten zu ( t| )
oa(s,tlv, e
Sa(s,tlv,e) = =212
a(s, v, e) oe(s, 1)

wobei 0g(s,t|v,e) die Anzahl der kiirzesten (s,t)-Wege sei, die sowohl den
inneren Knoten v als auch die Kante e enthalten. Wir haben dann

da(slo) = > dals,tv)

teV

- Z Z da (s, tv, (v, w))

teVv (v,w)epa (s,w)

fiir ein w € V

= Z 250(5715‘“,(”:“})) ‘

('U,'Lv)EPé (s,w) teV

fiir ein w € V
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Zuv €V sei w € V ein Knoten mit (v,w) € Pg(s,w). Von den og(s,w)

kiirzesten (s, w)-Wegen enthalten o¢(s, v) viele kiirzeste (s, v)-Wege, die dann
oc(s,v)
og(s,w)
t # w sowohl v als auch (v, w) benutzen.

die Kante (v, w) benutzen, sodass -06($, tlw) kiirzeste Wege von s nach

Die Abhéngigkeit des Paares s,¢ von v und (v, w) ist daher

a6(s,0) falls t = w
_ (o (va)
Sc(s, tv, (v,w)) = {f&s,v) REZACHIT) RN | M

oc(s,w) o (s,t)

da(s|ws)

dg(s|ws)

Durch Einsetzen erhalten wir

da(slo) = > dalstlv)

teV

— Z 250(5775\“, (v, w))

(v,w)EPé (s,w) teV

fiir ein w € V

oa(s,v oa(s,v) oa(s,tjw
- TG T e
(v,w)EPG (s,w) teV\{w}

fiir ein w € V.

- ¥ %S”Z)-(Hég(sm)).

(v,w) € P (3,w)
fiir ein w € V
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Die folgende Spezialisierung der Breitensuche berechnet die Abhéngigkeiten
der Wurzel von allen anderen Knoten, indem nach Ende der Breitensuche
fiir alle Knoten in umgekehrter Reihenfolge die Abhéngigkeiten mittels der
Rekursionsgleichung bestimmt werden. Dazu reicht es, fiir einen Knoten w €
V' anstelle der Kanten aus P (w) nur deren Anfangsknoten (mit gleicher
Vielfachheit) zu speichern.

Algorithmus 8: Abhéngigkeiten eines Knotens s € V' von allen ande-
ren
(Spezialisierung der Breitensuche mit Wurzel s)

Daten : Knotenarray o, (Anzahl der kiirzesten Wege von s)
Knotenarray P, (Liste der Vorgénger auf kiirzesten Wegen)
Stack S (Knoten in Reihenfolge ihres Abstands von s)

Ausgabe: Knotenarray 0, (Abhéngigkeiten, initialisiert mit 0)

root(vertex s) begin
| os(s) =1
end

traverse(vertex v, edge e, vertex w) begin
if e ist Baumkante then
fiige an Py(w) «— v
os(w) «— os(v)
| push w — S
if e ist Vorwirtskante then
fiige an Py(w) «— v
| os(w) « o5(w) + 05(v)

end

done(vertex s) begin
while S nicht leer do
w « pop(5S)
foreach v € P;(w) do
| 6.(0) — (o) + 2 (14 6,(w)

os(w)

end
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Satz
Die Betweenness-Zentralitdten der Knoten eines Multigraphen kénnen in
O(nm) Zeit berechnet werden.

B Beweis: Summiere fiir alle Knoten deren Abhéngigkeiten von jeweils
allen anderen. OJ

Bemerkung

Die beiden breitensuchbasierten Algorithmen lassen sich so implementieren,
dass der Speicherplatzbedarf linear in der Gréfe des Multigraphen ist, und
sind auch gut parallelisierbar.

Beispiel (Needle-Exchange Network, Valente und Foreman 2000)
Studie in Baltimore: Analyse eines Multigraphen, dessen Knoten Drogenab-
héngige représentieren, die an einem Spritzenumtauschprogramm teilneh-
men. Darin kénnen gebrauchte Spritzen gegen saubere eingetauscht werden.
Die Spritzen sind markiert, und bringt ein Abhéngiger eine Spritze zuriick,
die ein anderer entgegengenommen hat, induziert dies eine Kante zwischen
den beiden, welche die Ubergabe reprisentiert.

4259 Knoten, 61693 Kanten (sehr diinn: 0,3% aller méglichen)

Auf einem Standard-PC (Stand 2000, ca. 300 MHz) hétte Betweenness-
Zentralitat mit kubischer Laufzeit ca. 2 Tage bendtigt (die dabei verwen-
deten Matrizen passten wegen des quadratischen Platzbedarfs aber gar nicht
erst in den Speicher). Mit linearem Speicherbedarf und O(nm) Algorithmus
dauerte die Berechnung weniger als 10 Minuten.
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Eine Laufzeit von O(nm) kann fiir sehr grofe Netzwerke, selbst wenn sie
diinn sind, immer noch zu lang sein. Wir betrachten daher abschliefend
zwei Spezialfélle, ndmlich eine Methode zur nidherungsweisen Berechnung
von Closeness-Zentralitit in Netzwerken mit kleinem Durchmesser und Li-
nearzeitalgorithmen fiir beide Zentralitéiten in dem Fall, dass die Eingabe ein
ungerichteter Baum ist.

Niaherungsweise Berechnung von Closeness-Zentralitit

Ein wesentlicher Unterschied in den beiden Verfahren zur Berechnung von
Zentralitdten besteht darin, dass nach einer einzelnen Breitensuche bei Close-
ness-Zentralitit der Zentralitdtswert der Wurzel bekannt ist, wohingegen bei
der Betwenness-Zentralitat nur der Beitrag der Wurzel zu allen anderen Zen-
tralitdtswerten ermittelt wird.

Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass eine fiir manche Arten von Netz-
werken typische Eigenschaft, ndmlich ein beschriankter Durchmesser (,,klei-
ne Welt“), bei Closeness-Zentralitét fiir eine Beschriankung der auftretenden
Groflen sorgt, wohingegen bei Betweenness der tatsédchliche Abstand zweier
Knoten weitgehend irrelevant ist.

Wir nutzen diese Tatsache aus, um Closeness-Zentralitdt mit weniger Auf-
wand angenéhert zu berechnen. Damit sich der gemachte Fehler unabhéngig
von der Grofle des Netzwerks abschétzen lasst, betrachten wir statt des Kehr-
werts des Gesamtabstands den (gleichwertigen) Kehrwert des mittleren Ab-
stands zu allen anderen Knoten, d.h. wir betrachten fiir einen Knoten v € V'
die standardisierte Closeness-Zentralitét

n—1

T S de(v,t)

teV

EC(G)U

deren Werte alle im Intervall [0, 1] liegen.

Sei im folgenden G = (V, E) € S ein stark zusammenhéngender Multigraph
mit kleinem Durchmesser, d.h. diam(G) < D fiir eine Konstante D. Weil die
auftretenden paarweisen Abstdnde dadurch auf ein konstant grofles Intervall
beschrinkt sind, gilt bei zufilliger Auswahl von k£ Knoten tq,...,t; € V fiir
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geniigend grofles k

Z d(;(v,t) ZkldG(U7ti)

tev N
n - k
und damit . 0ok
EC(G)U ~ ,ri = (nk ) :
n$ ”';dc(v,ti)
Wihlen wir also Knoten ¢,...,t; € V zufillig und unabhéngig voneinan-

der, dann konnen zunichst die Abstiande 0 < dg(v,t;) < D fir allev € V
durch k Breitensuchen entgegen der Kantenrichtungen in G bestimmt und
aufsummiert werden. Der so erhaltene Wert kann dann einfach in die N&he-
rungsformel eingesetzt werden.

Daraus ergibt sich der folgende Algorithmus, in dem wir noch offen lassen,
wieviele Referenzknoten gewéhlt werden sollen.

Algorithmus 9: Closeness-Zentralitéat in sehr groffen Graphen

Eingabe : stark zusammenhéngender Multigraph G = (V, E)
Wiederholungszahl &
Ausgabe: standardisierte Closeness ¢
(ndherungsweise; initialisiert mit 0)
repeat k mal this
wiahle zufilliges t € V
umgekehrt gerichtete Breitensuche mit Wurzel ¢
foreach v € V do ¢(v) < ¢(v) + BFS(v)

(n—1)-k
n-c(v)

foreach v € V do ¢(v) <
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In der Analyse des Algorithmus verwenden wir fiir die Fehlerabschéatzung die
folgende Aussage iiber die Abweichung des Mittelwertes einer Stichprobe vom
erwarteten Mittelwert. Der Beweis kann mit elementaren Mitteln erfolgen,
ist hier aber nicht von Interesse.

Lemma (Hoeffding 1963)
Sind Xi,..., Xy unabhédngige Zufallsvariablen mit 0 < X; < M fiir alle
1=1,...,k, dann gilt

P(’X1+...+Xk _E(X1+.].€.+Xk)’ Z§> ge‘Q’“(%)Z

k
Satz (Eppstein und Wang 2001)
Sei D eine Konstante und G = (V, E) ein stark Zusammenhéingender Multi-
graph mit diam(G) < D. Dann kénnen in Zeit O(< - mlogn) Werte (c,)vey
so berechnet werden, dass fiir alle v € V

IN

eD

mit grofier Wahrscheinlichkeit.

B Beweis: Wir benutzen den obigen Algorithmus und wenden das Lemma
auf die Kehrwerte der berechneten Zentralitdten an. Dazu setzen wir

n

M = D
n—1
n_

§ = €D

und zeigen zunéchst, dass der Erwartungswert der gemittelten Summe gerade
der Kehrwert der tatséchlichen Zentralitéit ist:

i da(v,t:) 1
Z Z — ’ = 5 e Zk: nF=t . dg (v, t)

t1€V thV eV

Zte\/ dG’(”? t)
n—1
1

Co(G)o
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Wahlen wir aulerdem

dann ist fiir ein festes v € V die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung um
mindestens €D hochstens

p ( n- Zle dg(v,t;) 1

n-1-k  e(G),
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein solcher Fehler an irgendeinem Knoten auf-
tritt, ist damit hochstens + . O

2
_ 2logn eD

< 672logn — -

Frage: Ist das gut?

Der Satz macht eine Aussage iiber die Kehrwerte der Zentralitdten. Bei
Durchmesser hochstens D liegt der Kehrwert der standardisierten Closeness-
Zentralitdt zwischen 1 und D.

1/x

std. Closeness

Kehrwert

Fiir Knoten mit grofler Zentralitdt wirkt sich eine Abweichung vom Kehr-
wert also stiarker aus, als fiir solche mit kleiner Zentralitéit, der Fehler in der
Zentralitdt ist aber kleiner als der im Kehrwert.

Beachte auch, dass wir im Anschluss (mit noch einmal der gleichen Laufzeit)
fir die k = Pt_’#w Knoten mit grofitem Schétzwert die Zentralitéit exakt
bestimmen koénnten.

Frage: Funktioniert das auch mit Betweenness?”
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Zentralitdten auf ungerichteten Bidumen

Ein ungerichteter Baum ist ein zusammenhéngender schlichter ungerichteter
Graph ohne einfache Kreise. Da die bisher betrachteten Zentralititen auf
kiirzesten Wegen basieren, legt die folgende Eigenschaft nahe, dass solche
Zentralitdten auf Baumen leichter zu berechnen sind.

Lemma
Zwischen je zwei Knoten eines ungerichteten Baumes gibt es genau einen
einfachen Weg.

B Beweis: Da der Graph zusammenhéngend ist, gibt es mindestens einen
Weg. Gébe es zwischen irgendzwei Knoten zwei verschiedene einfache Wege,
so enthielte deren Vereinigung einen einfachen Kreis. O

Um die Zentralitdten aller Knoten eines ungerichteten Baumes zu berech-
nen, durchlaufen wir zu einem ungerichteten Baum 7T einen zugehorigen
Wurzelbaum T, d.h. einen gerichteten Graphen, den wir dadurch erhalten,
dass wir einen Knoten s als Wurzel auszeichnen und alle Kanten von der
Wurzel weg orientieren. Der Teilgraph aller von einem Knoten v in 7 aus
erreichbaren Knoten heifit Wurzelteilbaum Tg(v).

Zentrum

T T, T,(v)

Durch das obige Lemma wissen wir, dass alle Wege zwischen einem Knoten
aus einem Wurzelteilbaum und einem Knoten im Rest des Graphen die Teil-
baumwurzel v enthalten miissen (es gibt ja nur genau einen). Wir sammeln
daher die fiir die Zentralitédten bendtigten Informationen (Abstandssumme,
Knotenzahlen) inner- und auerhalb der Wurzelteilbdume und kombinieren
sie dann.
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Der gesamte Wurzelbaum wird dazu zweimal durchlaufen, wobei wir beim
ersten Mal Informationen ,,von unten nach oben* (bottom-up) und beim zwei-
ten Mal ,,von oben nach unten® (top-down) weiterreichen. Das Weiterreichen
geschieht jeweils in Abhéngigkeit von der zu berechnenden Zentralitét.

Algorithmus 10: Zentralitédtsschema fiir ungerichtete Baume

Eingabe : ungerichteter Baum 7' = (V| F)
Ausgabe: Knotenarray n* (Knotenzahl im Wurzelteilbaum)

bottom_up(vertex v) begin
nt—1
foreach w € N/ (v) do

bottom _up(w]
nt —nt +nt
— uplabel(v, w)

end

top_down(vertex v) begin
— downlabel(v)
foreach w € NJ, (v) do
| top_down(w)

end

begin
wihle ein s € V
bottom_up(s)
top_down(s)

end

2.29 Lemma
Nach Ausfiihrung des Algorithmus ist n, die Zahl der Knoten im Wurzel-
teilbaum Ts(v).

B Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber die Tiefe
der Rekursion im ersten Durchlauf (im zweiten dndern sich die Werte nicht
mehr). Hat ein Knoten v € V keine Nachfolger, erhilt er korrekterweise
den Wert n;” = 1. Andernfalls sind die Werte der Nachfolger nach Indukti-
onsvoraussetzung korrekt berechnet. Da die Wurzelteilbdume der Nachfolger
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disjunkt sind, ist

wEN;fs (v)
die gewiinschte Anzahl. O
nf =15
4 9
1
3 @38
2 @7
1 6
2 e 92
1
1 1

Berechnung der n;

2.30 Lemma
Sei T' = (V, E) ein ungerichteter Baum und Ts = (Vi, E;) der zugehorige
Wurzelbaum mit Wurzel s € V. Ist Ts(v) = (Vis(v), Es(v)) der Wurzelteil-
baum von v € V', dann gilt

ZdT(st Zdest Z Z (1 +dr,(v,t)) .

teV teVv U€N+ s) teVs(v)

B Beweis: Die erste Gleichheit gilt, weil die gerichteten Wege von der
Wurzel weg genau den einzigen Wegen im ungerichteten Baum entsprechen.
Die zweite gilt, weil der Abstand von der Wurzel zu einem Knoten gerade um
eins grofler ist, als der Abstand von deren Nachfolger auf dem eindeutigen
Weg. 0
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Algorithmus 11: Closeness-Zentralitéit in ungerichteten Béumen
(Spezialisierung des Zentralitdtsschemas fiir Baume)

Daten : Knotenarray d (Abstandssumme, initialisiert mit 0)
Ausgabe: Knotenarray ¢ (Closeness-Zentralitét)

uplabel(vertex v, vertex w) begin
| dy —dy +dy + 1
end
downlabel(vertex v) begin
if Ny (v) = {u} then d, «—d, +n —2-n;
1

Cy — 7

dy
end
48
6 28
0
3 @ 20 —
1 013
0 7
1¢ & 91 ¢ 6 95
0 59 b 59
61
0 0 % %
Ergebnis von uplabel Ergebnis von downlabel
2.31 Satz

Die Closeness-Zentralitaten der Knoten eines ungerichteten Baumes kénnen
in O(n) Zeit berechnet werden.

B Beweis: Wir zeigen, dass der obige Algorithmus korrekt ist. Mit Induk-
tion iiber die Rekursionstiefe und dem Lemma folgt, dass im ersten Durchlauf
fiir jeden Knoten die Abstédnde zu allen Knoten seines Wurzelteilbaums sum-
miert werden.

Fiir die Wurzel sind damit alle Abstédnde korrekt aufsummiert. Fiir alle
anderen Knoten v sind die Absténde zu den iibrigen gerade um eins klei-
ner als vom Vorgidnger im Wurzelbaum, wenn der Zielknoten im eigenen
Wurzelteilbaum liegt, und sonst um eins grofler. Die Differenz betragt also
—nt 4+ (n—nt) =n—2-n'. Die Behauptung folgt mit Induktion iiber den
Abstand von der Wurzel. O
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Lemma

Sei T' = (V, E) ein ungerichteter Baum und Ts = (Vi, E;) der zugehorige
Wurzelbaum mit Wurzel s € V. Ist Ts(v) = (Vis(v), Es(v)) der Wurzelteil-
baum von v € V', dann gilt

cg(T)y = (n—n})-( )+ Z (n—n}—1).

+
weNZ (v)

B Beweis: Wir zihlen die Wege mit v als innerem Knoten. Ein solcher
Weg beginnt entweder aulerhalb des Wurzelteilbaums von v, oder innerhalb
des Wurzelteilbaums eines Nachfolgers w von v. Im ersten Fall gibt es n —nf
mogliche Anfangsknoten, zu denen jeder der n’ — 1 Knoten im Wurzelteil-
baum von v (ohne v selbst) als Endknoten in Frage kommt. Im zweiten Fall
gibt es nf mogliche Anfangsknoten, zu denen jeder der n — n, — 1 Knoten
auBerhalb des Wurzelteilbaums von w und ungleich v als Endknoten in Frage
kommt. 0

Algorithmus 12: Betweenness-Zentralitédt in ungerichteten Bdumen
(Spezialisierung des Zentralitétsschemas fiir Baume)

Ausgabe: Knotenarray ¢ (Betweenness-Zentralitéit, initialisiert mit 0)

uplabel(vertex v, vertex w) begin
| ¢ —co+nf-(n—nl—1)
end

downlabel(vertex v) begin
| oot (n—nf)-(nf —1)
end
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98

66

48

26

Ergebnis von uplabel Ergebnis von downlabel

2.33 Satz
Die Betweenness-Zentralitdten der Knoten eines ungerichteten Baumes kénnen
in O(n) Zeit berechnet werden.

B Beweis: Wir zeigen, dass der obige Algorithmus korrekt ist. Mit Induk-
tion iiber die Rekursionstiefe und dem Lemma folgt, dass im ersten Durchlauf
fiir jeden Knoten die Abhéngigkeiten der Paare mit Anfangsknoten im Wur-
zelteilbaum aufsummiert werden. Da es nur eine Kante zum Vorgénger gibt,
miissen im zweiten Durchlauf nur noch die Paare mit Anfangsknoten aufler-
halb des Wurzelteilbaums hinzugezéhlt werden. 0

2.34 Bemerkung
Fiir groBe Multigraphen mit vielen zweifachen Zusammenhangskomponen-
ten konnen die Baumalgorithmen mit den Spezialisierungen der Breitensu-
che kombiniert auf den Block-Schnittknoten-Baum angewandt werden. Der
Teufel steckt wie iiblich im Detail.

2.35 Bemerkung
Es gibt einige weitere Beispiele fiir Zentralititen, die iiber kiirzeste Wege
definiert werden. Alle diese Indizes kénnen durch Spezialisierung der Brei-
tensuche bzw. des Baumschemas mit den jeweiligen Laufzeiten berechnet
werden.

2.36 Bemerkung
Zentralitdten, die auf kiirzesten Wegen basieren, konnen auf natiirliche Weise
auf Multigraphen mit positiven Kantengewichten (deren Summe die Lénge
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eines Weges angibt) verallgemeinert werden. Die verallgemeinerten Indizes
koénnen dhnlich berechnet werden, wenn man die Breitensuche durch eine
dhnlich schematisierte Version von Dijkstras Algorithmus ersetzt. Bei effizi-
enter Implementation fiihrt das zu einer Laufzeit von O(nm +n*logn). Auf
Bédumen ist die Anpassung noch einfacher und sogar die Linearzeit bleibt
erhalten.
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2.2 Riickkopplungszentralititen

Wir haben Knotengrade als lokales Zentralitédtsmafl kennengelernt und nicht-
lokale Zentralititsmafle basierend auf Abstédnden und kiirzesten Wegen be-
handelt. In diesem Abschnitt betrachten wir Zentralitéitsmafle, die alle Wege
(genauer: Kantenfolgen) berticksichtigen.

Als Verallgemeinerung des Ausgangsgrades haben wir bei der Closeness-
Zentralitdt eines Knotens alle anderen Knoten beriicksichtigt, aber einen
Verlust an Einfluss bei wachsendem Abstand angenommen. Durch die Kehr-
wertbildung wurden diejenigen Knoten besonders zentral, deren Einfluss auf
andere am wenigsten abgeschwécht wurde.

Eine andere Moglichkeit derselben grundlegenden Idee besteht darin, den
ausgeiibten Einfluss mit jeder verwendeten Kante um z.B. einen konstanten
Faktor 0 < a < 1 abzuschwéchen, und dann den Einfluss eines Knotens
auf einen anderen iiber alle Kantenfolgen zu diesem anderen zu summie-
ren. Mit dem Lemma iiber Adjazenzmatrizen A = A(G) und die Anzahlen
von Kantenfolgen sind die Zentralitdten dann gerade die Zeilensummen der
Einflussmatrix

A =) (a- A",
k=1
Allerdings konvergiert diese Reihe nur fiir hinreichend kleines ov. Wir geben
eine solche Abschwichung an.

Lemma

Die Einflussmatrix ist wohldefiniert, falls o = L

min {A~(G),AH(G)} + 1

B Beweis: Wir zeigen durch Induktion iiber &, dass die Folgen aller Fin-
trige der Summanden (o - A)* jeweils von der Folge

i (A— T 1) ’ (N T 1)
(k)

majorisiert wird. Dazu reicht es aus, fiir alle Eintrége a;; von AF 7u zeigen,
dass al®) < min{A~(G)*, A*(G)*}. Aus der Konvergenz von S gk fiir

s,t

q € (0,1) folgt dann die Behauptung.
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Die Eintrage von A sind hochstens kleiner als A~ = max,cy Zue N () Guw
und AT = max,cy EweNJr(v) ay, - Fiir beliebige s,t € V' betrachte daher den

Eintrag agft) von A* mit k > 1. Wegen AF = AF=1. A gilt

ai’,? _ Z (k—1) Z a(k 1)
veV (v,t)eE

. (k—1)
A” - max ag,

veEN~(t)

IN

und wegen A* = A - A*~! analog

= D awan = ) el

veV (s,v)eE
(k1)

Jr
AT max a,,

veEN~(t)

IN

Nach Induktionsvoraussetzung ist aber
af) < min{ (A7), (A1)}
fir alle u,w € V. O

Definition (Einfluss; Katz 1953)
Die Einfluss-Zentralitit ¢y ist definiert durch

er(G) = <Z<a-A>k> 1

k=1

fiir alle G € G mit Adjazenzmatrix A = A(G) und Abschwéichung o =
a(G) =

1
min{A—(G),AT(G)}+1 °

Bemerkung

In der Originalarbeit von Katz (1953) werden nicht Kantenfolgen zu, sondern
von anderen Knoten bewertet. Der Zentralitédtsindex heifit dort entsprechend
auch nicht Finfluss, sondern Status.

Vermutung: ¢; € e—0o(G) Ue—e(G)
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4.90 % 4.90 %

13.34 %

9.16 %

4.02 % 4.02 %

normierte Einfluss-Zentralitéit im Beispielgraphen

Die unendliche Reihe ist fiir die tatséchliche Berechnung unpraktisch. Auf-
grund der folgenden Gleichgewichtsbeziehungen konnen wir die Einfluss-
Zentralititen allerdings auch durch Losen eines linearen Gleichungssystems
bestimmen. Man beachte die auffillige formale Ahnlichkeit mit der Rekursi-
onsformel fiir Abhéngigkeiten (s. Betweenness-Zentralitét).

2.40 Lemma

(@)=Y a-(1+e(G)

(v,w)eE
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B Beweis: Zuniéchst gilt

- Sladf = fad) Y(an

k=1 k=0
= ([ + Z (aA) )
= (ad)-(I+ A )

und daher

cr(G)=An-1 = (ad)-(I+A,)-1
= (ad)-1+¢(@)).
O

Nebenbei konnen wir damit auch formal ausdriicken, inwiefern Einfluss eine
Verallgemeinerung der Ausgangsgrad-Zentralitit ¢},(G) ist.

2.41 Folgerung
cr(G) = a- (ch(G)+ A ¢1(G))

B Beweis: Wie oben gezeigt ist ¢;(G) = aA -1+ aA - ¢/(G), und es gilt
ch(G)=A-1. O

Die Losung grofier, diinn besetzter Gleichungssysteme (und wir kénnen wie
iiblich davon ausgehen, dass die Adjazenzmatrix diinn ist), wird oft itera-
tiv angenéhert. Bei der sogenannten Jacobi-Iteration wird mit einer initialen
Néherung gestartet und jede Gleichung einzeln unter Verwendung der Néhe-
rungen aus dem letzten Schritt gelost. Hier kénnen wir ganz dhnlich vorgehen

durch

A =0

(2

D = Z (14 D)y

(vyw)eE

Die folgende Aussage zeigt, dass sich die resultierende Folge zur Annédherung
an die Zentralitdtswerte eignet und die Summation wie nach Anwendung des
Distributivgesetzes auf die unendliche Summe erfolgt. Jede Iteration benotigt
nur O(n + m) Schritte.



2.42

Methoden der Netzwerkanalyse (SS 2005) 69

Lemma
Es ist ¢ > ) fiir alle i € Ny und ¢ — ¢;(G)

B Beweis: Wir zeigen
D = (Z(aA)k> -1
k=1
fiir alle i € Ng per Induktion (d.h. in jeder Iteration wird ein Reihenglied
hinzugefiigt). Fiir i = 0 ist ¢® = 0 = (Zgzl(a/&)k) -1, und fiir 7 = 1 folgt
W =ad 1= (3,_ (aA)*) 1. Fiiri > 0 gilt
D =aA-1+aA- W

nach Definition und unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung

D = A1 +aA- (Z(aA)k> 1

k=1

= aA-1+ (i(afl)’) 1

k=2

= (Z(QA)k> 1

k=1
0

Das Abbruchkriterium im folgenden Algorithmus ist lediglich ein Beispiel.

Algorithmus 13: Einfluss-Zentralitdten (ndherungsweise)

Eingabe : Multigraph G = (V, E), Toleranz ¢
Daten : Knotenarray ¢’ (letzte Niherung)
Ausgabe: Knotenarray ¢ (Einfluss bis auf ¢, initialisiert mit 0)

o — 1
min{A~(G), At(G)} +1
repeat
d—c
foreach v € V do

Cy — 0
foreach (v,w) € Edoc, ¢, +a-(1+c,)

until max |c, — | < e
veV
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2.43 Beispiel (und einige Fragen)
Der Algorithmus angewandt auf den Beispielgraphen. Auf der x-Achse sind
die Knoten geordnet nach FEinfluss-Zentralitdt aufgefiihrt. Jede Linie ent-
spricht der Nédherung nach einer Iteration. Von 1000 Iterationen sind die
ersten zwanzig sowie die letzte gezeigt.

1.6 T T T T

0.2 E

Die Konvergenz ist in diesem Beispiel gut. Ist das immer so? Wann ist es
(nicht) so?

Die Einfluss-Zentralitéten sind in diesem Beispiel sogar eine Verfeinerung der
Ausgangsgrade (ein Knoten mit héherem Ausgangsgrad hat auch héheren
FEinfluss). Ist das immer so? Wann ist das (nicht) so?

Es hat auch wéhrend der ersten Iterationen keine Rangvertauschungen gege-
ben. Warum? Ist das immer so? Wann (nicht)?
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Wir haben gesehen, dass drei Faktoren den Einfluss eines Knotens bestim-
men: die Zahl seiner Nachbarn, deren Einfluss, und eine vorgegebene Ab-
schwéchung des Einflusses entlang jeder Kante. Verzichten wir auf den Kno-
tengrad, zahlen nur noch die wechselseitigen Abhéngigkeiten der Bewertun-
gen. Die Zentralitéit eines Knotens ist dann proportional zu der seiner Nach-
folger, und fiir einen entsprechenden Index ¢ heifit das

Cp = X - E Cw bzw. c=aA-c.

(v,w)EE

Ein geeigneter Proportionalitéitsfaktor ldsst sich hierfiir allerdings nicht so
leicht angeben wie bei der Einfluss-Zentralitidt — es muss ihn nicht einmal
immer geben.

Definition (Eigenwert, Eigenvektor)
Gilt fiir eine quadratische Matrix A und einen Vektor x

A-x= A\,

dann heift x Eigenvektor von A. Ist x # 0, so heiflen A\ Eigenwert und (), z)
Eigenpaar von A.

Da wir fiir A = i aus der Zentralitatsgleichung
A-c= e

erhalten, bieten sich positive reelle Eigenwerte \ der Adjazenzmatrix fiir die
Wahl der Abschwéchung an. Es muss dann allerdings auch einen zugehérigen
nicht-negativen Eigenvektor geben. Wir werden zeigen, dass fiir stark zusam-
menhingende Multigraphen immer ein entsprechendes Eigenpaar exisitiert.

Im folgenden sei daher A die Adjazenzmatrix eines stark zusammenhéngen-
den Multigraphen G = (V| E'). Ungleichungen, Betrige, usw. von Vektoren
und Matrizen sind immer komponentenweise zu verstehen.

Definition

Ein Vektor x € RY, \ {0} ist eine p-pseudoharmonische Bewertung von G,
falls

A-x>px.
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Lemma
Ist G ein stark zusammenhédngender Multigraph, dann existiert ein grofites
p € Ry, fiir das es eine p-pseudoharmonische Bewertung von G gibt.

B Beweis: Sei

F(x) = min (Az),
veV: iz, #0 X,

definiert auf der Menge der nicht-negativen Knotenbewertungen RY, \ {0}.
Jeder nicht-negative Vektor z ist F(x)-pseudoharmonisch. Da F invariant
unter Multiplikation mit einem Skalar ist, wére die Behauptung also bewie-
sen, wenn wir einen Vektor y in der Menge

P:{:EE]RV:xZO,vazl}.

veV

angeben koénnten, fiir den F(y) maximal ist. Weil P kompakt ist, wiirde
dessen Existenz folgen, wenn F' auf P stetig wére. Dies ist aber an den
Réndern nicht der Fall.

Statt P betrachten wir daher zunéchst die Menge
P=I+A""1.P.

Die Matrix A" = (I + A) ist die Adjazenzmatrix des Multigraphen G’, den
man aus G erhilt, indem man an jedem Knoten eine Schleife hinzufiigt.
Da im stark zusammenhédngenden Multigraphen G keine zwei Knoten einen
Abstand grofler n — 1 haben konnen, ist die Zahl der Kantenfolgen der Léinge
n — 1 von irgendeinem Knoten zu irgendeinem anderen in G’ echt groer als
Null. Folglich sind A" und damit auch alle Vektoren in P’ positiv. Aulerdem
ist auch P’ kompakt. Weil aber I stetig auf ganz P’ ist, nimmt F einen
maximalen Wert p fiir einen Vektor z € P’ an. Durch Setzen von

2y

yv: Zzw

weV

erhalten wir auch ein y € P mit F(y) = F(z) = p. Da aber auerdem
F((I+A)" ) = F(z),

gibt es kein z € P mit F(z) > p. O
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Lemma
Sei x eine p-pseudoharmonische Bewertung eines stark zusammenhédngenden
Multigraphen G' mit maximalem p € R. Dann ist (p,x) ein Eigenpaar von

A(G).

B Beweis: Sei
o(z) ={v: (Az), > pz,}

die Menge der nicht im p-Gleichgewicht befindlichen Knoten, dann ist x
genau dann ein Eigenvektor von A, wenn o(x) = (). Nehmen wir also an,
o(x) wire nicht leer.

Der Triger einer Knotenbewertung x ist die Menge der Knoten mit Bewer-
tung ungleich Null. Sei h € RY; \ {0} ein nicht-negativer Vektor mit Tréiger
o(x). Fiir den Vektor y = x + eh gilt

(Ay)y — pyo = (Az)y — py + e(Ah)y — phs .

Fir v € o(x) ist (Ax), > px,, und fiir hinreichend kleines e damit auch die
rechte Seite der obigen Gleichung. Folglich (Ay), > py..

Fir v ¢ o(x) sind (Az), = pz, und h, = 0. Folglich (Ay), — py, =
g(Ah),. Fiir e > 0 ist die rechte Seite nicht-negativ, und weil G stark zu-
sammenhéngend ist, existiert mindestens ein v € o(x) so, dass (Ah), > 0.

Zusammengenommen haben wir o(z) C o(y). Gilt |o(y)| = n, dann ist y auch
p/-pseudoharmonisch fiir ein p’ > p, was ein Widerspruch ist. Andernfalls ist
y aber immerhin p-pseudoharmonisch und |o(y)| > |o(z)|, sodass wir das
Argument mit y anstelle von x wiederholen kénnen. Nach einer endlichen
Anzahl von Wiederholungen ergibt sich der Widerspruch zur Maximalitét
von p. U
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Der Spektralradius p(G) eines Multigraphen ist der grofite Betrag eines Ei-
genwertes seiner Adjazenzmatrix. Dieser muss selbst nicht Eigenwert sein,
und der zugehorige Eigenwert muss auch nicht reell sein.

Lemma
Ist G ein stark zusammenhéingender Multigraph, dann gibt es eine p(G)-
pseudoharmonische Bewertung von G.

B Beweis: Sei p der maximale Wert, sodass G eine p-pseudoharmonische
Bewertung hat. Fiir jede n x n-Matrix B mit |B| < A = A(G) und Eigenpaar
(0, x) gilt

0|z = |0z| = [Bx| < [B|z| < Alz|

d.h. |z| ist ein |#]-pseudoharmonischer Vektor von G und daher |0| < p. Da
insbesondere A selbst die Voraussetzungen erfiillt, ist p = p(G). O

Lemma

Die p(G)-pseudoharmonische Bewertung eines stark zusammenhéngenden
Multigraphen G ist eindeutig bis auf Skalarmultiplikation und hat nur posi-
tive Fintrége.

B Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass jede p(G)-pseudoharmonische Be-
wertung nur positive Eintrdge hat. Angenommen, z, = 0 fiir ein v € V
(pseudoharmonische Bewertungen sind nicht-negativ). Da (p(G), z) Eigen-
paar von A ist, gilt auch (Ax), = p(G)z, = 0. Andererseits gilt

(A:E)v - Z Ay * Ty

woraus wegen A > 0
oy #0 = 2, =0

folgt. Da G aber stark zusammenhéngend ist, liefert ein einfaches Induktions-
argument, dass x = 0. Dann ist x aber keine pseudoharmonische Bewertung.

Nehmen wir also noch an, es géibe zwei linear unabhingige p(G)-pseudo-
harmonische Bewertungen x und y. Fiir jede Linearkombination gilt dann

Alaz + by) = aAzx + bAy > ap(G)x + bp(G)y = p(G)(az + by)

und wir kénnen a,b € R so wéahlen, dass ax + by nicht-negativ und an einer

Stelle Null ist. Dies ist ein Widerspruch zur bereits bewiesenen Teilaussage.
O
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Die hergeleiteten Eigenschaften sind im zentralen Satz des Abschnitts zu-
sammengefasst, der uns die Definition einer Zentralitéit erlaubt, in der die
Bewertungen nur von den Bewertungen der jeweiligen Nachbarn abhéngen.

Satz (Perron 1907 und Frobenius 1912)

Der Spektralradius p(G) der Adjazenzmatrix eines stark zusammenhédngen-
den Multigraphen G ist ein Eigenwert. Der zugehérige Eigenvektor ist ein-
deutig bis auf Skalarmultiplikation und alle seine Eintrédge haben das gleiche
Vorzeichen.

Definition (Eigenvektor-Zentralitit; Bonacich 1972)
Die Eigenvektor-Zentralitéit cp ist definiert fiir alle G = (V, E) € S als die
eindeutige Lésung von

1
ce(G) = —< - A(G) - cp(G
(6) =~ AG) - cx(C)
mit cp(G), > 0, v € V, und ) ., ce(G), = 1 (d.h. die Eigenvektor-
Zentralitat wird grundsétzlich normiert).

5.84-% 5.84-%

9.49 %

2.72 % 2.72 %

normierte Eigenvektor-Zentralitdt im Beispielgraphen

Vermutung: cp € e —0o(S) (ohne Beweis)
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Die exakte Berechnung von Eigenvektoren ist schwierig. Von den zahlreichen
numerischen Methoden zu ihrer Annéherung betrachten wir nur die einfachs-
te: die sogenannte Potenziteration.

Wie bei der iterativen Bestimmung der Einfluss-Zentralitdten wird die punkt-
weise Gleichgewichtsgleichung genutzt, um eine Folge von Néherungen zu
erzeugen. Ausgehend von einem beliebigen Startvektor ¢, etwa ¢ = 1,

besteht die durch ' '
D — 400

definierte Folge von Schitzwerten aus den Vektoren A'c(®), die — abgesehen
von einem problematischen Sonderfall — eine Naherung fiir die Eigenvektor-
Zentralitat liefern.

Lemma
Fiir einen stark zusammenhéngenden, nicht bipartiten Multigraphen G gilt

fiir geeignetes (%)

) ce(Q)
[ imoo [lea(G)]

B Beweis: Seien Aq,...,\, die Eigenwerte von A(G). Da G stark zusam-
menhédngend und nicht bipartit ist, konnen wir p(G) = Ay > || > ... > |\,
annehmen (dabei wird benutzt, dass —p(G) genau dann Eigenwert von G ist,
wenn G bipartit ist; s. ["J'bung). Ferner seien x4, ..., x, zugehorige Eigen-
vektoren, insbesondere also z; proportional zum gesuchten. Lé&sst sich der
Startvektor mit geeigneten Koeffizienten by, ..., b, als

A =px+.. .+ b,

schreiben, dann folgt daraus mit Induktion iiber ¢

AiC(O) = Z b]A;ZL'j
j=1

und, falls b; # 0,

, ‘ " b I\
Alc© — po )i 2 21 )
c 171 x1+j;bl " T

Wegen A\; > |);| fiir alle j = 2,...,n folgt die Behauptung. O
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Beispiel

Betrachte den zusammenhédngenden bipartiten Graphen Cy. Die Eigenwer-
te sind (/\1,)\2,)\3,)\4) = (2,0,0,—2) (s. Ubung) mit Eigenvektoren x; =
(1,1,1,1)T, (1 0,—1,0)%, 23 = (0,1,0,—1)T und x4 = (—1,1,-1,1)T.
Bei Startvektor 0 =22, + a4 (a]so a; # 0) ergibt sich jedoch die Fo]ge

Q) (26,3-21,203-29T  falls i gerade
" = o o
3-20,203.20 20T falls i ungerade,
( g

die sich keinem Eigenvektor néhert.

Da die Folgenglieder stark wachsen, normieren wir in jeder Iteration. Die
Konvergenzaussage wird dadurch nicht beeinflusst.

Algorithmus 14: Eigenvektor-Zentralitéiten (ndherungsweise)
Eingabe : Multigraph G = (V, E) € S, nicht bipartit
Abbruchkriterium e
Daten : Knotenarray ¢’ (letzte Niherung)
Ausgabe: Knotenarray ¢ (Eigenvektor-Zentralitét)

foreach v € V do ¢, +— —
n

repeat
d—c
foreach v € V do

Cy <— 0
foreach w € N/ (v) do ¢, «— ¢, + ay - €,

c
p—lel; c—-

until p wdahrend der letzten Iterationen nur um € verdndert

Bemerkung
Die Laufzeit des Verfahrens ist wieder O(n + m) pro Iteration. Allerdings

héngt die Konvergenzgeschwindigkeit der Potenziteration vom Verhéltnis } )\QI

ab und kann daher sehr schlecht sein. Das Abbruchkriterium kann deutlich
geschickter gewéhlt werden. Fiir mittelgroBBe Graphen ist der obige Algorith-
mus jedoch durchaus praktikabel.
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Hubs & Authorities

Beispiel (Bibliographische Netzwerke, WWW)

Bei der Analyse wissenschaftlicher Publikationen interessiert man sich fiir ein-
flussreiche Publikationen, bedeutende Autoren, wichtige Zeitschriften, usw.
Die Datenbasis besteht normalerweise aus mindestens einem von zwei Netz-
werktypen:

Knoten Kanten
Zitiernetzwerk Publikationen v zitiert w
Autorenschaft | Autoren & Publikationen v ist Autor von w

Bei wissenschaftlichen Veréffentlichungen ist der zweite Typ wesentlich ein-
facher erhaltlich, da sich diese Netzwerke leicht aus bibliographischen Daten-
banken automatisch erzeugen lassen. Zitate sind aus Aufséitzen und Biichern
sehr aufwéndig zu extrahieren, sodass entsprechende Datensétze (z.B. Science
Citation Index) sehr teuer sind.

Eine andere Form der Publikation von Wissen sind WWW-Seiten. Hier ist
das Aufwandsverhéltnis genau umgekehrt, da sich Zitate (Links) aus HT'ML-
Seiten sehr leicht extrahieren lassen, Autoren jedoch selten zuverléssig fest-
stellbar sind.
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Wir betrachten zwei Operatoren, mit denen aus gerichteten Multigraphen
(wie etwa Zitier- und Autorenschaftsnetzwerken) symmetrische (ungerichte-
te) Multigraphen fiir Teilaspekte einer Analyse gewonnen werden.

Definition (Bibliographische Operatoren; Kessler 1963 und Small 1973)
Ist G ein Multigraph, dann heiit der symmetrische Multigraph B(G) mit Ad-
jazenzmatrix B(G) = A(B(G)) = A(G)A(G)T (bibliographische) Kopplung

von G. Der symmetrische Multigraph C(G) mit Adjazenzmatrix C(G) =
A(C(@)) = A(G)T A(G) heiit Kozitation von G.

[
Kopplung B(G) — Ausgangsgraph G =~ — Kozitation C(G)

Bemerkung
Enthélt G mindestens eine Kante, so sind weder B(G) noch C(G) bipartit

(s. Ubung).

Beispiel (Erdés-Graph)

Angewandt auf ein Autorenschaftsnetzwerk ergibt die bibliographische Kopp-
lung den Kollaborationsgraph. Der wohl beriihmteste Kollaborationsgraph
ist der Erd6s-Graph. Dabei handelt es sich um den von allen wissenschaft-
lichen Publikationen induzierten Kollaborationsgraph zusammen mit einer
Knotenbewertung (der Erdds-Zahl), die den Abstand vom Paul Erdds ent-
sprechenden Knoten angibt. Erdos selbst hat die Erdés-Zahl 0, seine Koauto-
ren die Erdés-Zahl 1, deren Koautoren, die nicht Erdos oder Koautor Erdos’
sind, die Erdés-Zahl 2, usw.

Siehe auch http://www.oakland.edu/ grossman/erdoshp.html.
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Im Rahmen des CLEVER-Projekts zur Verbesserung von WWW-Suchma-
schinen wurde bei IBM das Verfahren HITS entwickelt, das wesentlich auf
dem folgenden Zentralitéitsindex beruht.

2.59 Definition (Hubs & Authorities; Kleinberg 1999)
Fiir G € G ist die Hub-Zentralitit cy definiert durch

cn(G) = cp(B(G))

und die Authority-Zentralitit c, durch

2.60 Bemerkung
Da die symmetrischen Multigraphen B(G) und C(G) nicht notwendig zusam-
menhéngend sind, gehen wir in der obigen Definition von einer Verallgemeine-
rung der Eigenvektor-Zentralitéit auf Vereinigungen stark zusammenhédngen-
der Multigraphen aus. Die Zentralitédten in jeder Zusammenhangskomponen-

te summieren sich dabei zur relativen Grofie der Komponente auf.

ACHTUNG:
G ist bi-
partit

5.66 % 5.66-%

14.41 %

10.95 %

2.63 % 2.63 % 242 % 242 %

normierte Hub-Zentralitat normierte Authority-Zentralitét
im Beispielgraphen im Beispielgraphen
(falsch normiert) (falsch normiert)

Vermutung: cy € e—0o(G) und ¢4 € o —o(G)
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Der naheliegende Ansatz zur Berechnung von Hubs & Authorities, zunéchst
B(G) und C(G) zu berechnen und auf die Ergebnisse dann jeweils Potenz-
iteration anzuwenden, ist im allgemeinen ungeeignet, da die Eigenschaft ge-
ringer Dichte verloren gehen kann.

Lemma

n(G) = n(B(G)) = n(C(G)), aber

B Beweis: Nach Definition haben die Adjazenzmatrizen der beiden ab-
geleiteten Multigraphen die gleichen Dimensionen, sodass die Anzahl der
Knoten unveréndert ist.

Fiir die Kardinalitdt der Kantenmenge von B(G) mit Adjazenzmatrix B =
(bu,w)u,we\/ ist

mBG) = D buw= Y (A4

u,weV u,weV

= E E Ay Qo = E E E Ayp * A
u,weV veV veV ueV weV

= DD G Y e =)D dun dg(v)
veV ueV weV veV ueV

_ — 2

= E dg(v)
veV

und analog fiir m(C(G)). O]
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Der folgende Zusammenhang erlaubt es uns, die Potenziterationen fiir beide
Zentralitétsindizes ineinander zu schachteln.

2.62 Lemma
cr(G) = A(G) - ca(G) und c4(G) = A(G)T - cx(G).

B Beweis: Wir kénnen annehmen, dass B(G) und C(G) zusammenhéngend
sind, denn andernfalls iibertragen sich alle Argumente entsprechend auf die
Zusammenhangskomponenten.

Im Beweis zur Konvergenz der Potenziteration wurde gezeigt, dass bei stark
zusammenhéngenden, nicht-bipartiten Multigraphen fiir einen geeigneten Start-
vektor x die Folge A‘x gegen einen Eigenvektor des betragsgréfiten Eigen-
wertes von A = A(G) konvergiert.

Daher konvergiert die Folge (AA”)‘z fiir die meisten z gegen ein Vielfaches
von cg(G), und die Folge (AT A)?y fiir die meisten y gegen ein Vielfaches von
ca(G). Wegen (AAT )z = A(ATA)"1(ATx) folgt der erste Teil der Behaup-
tung mit Wahl von y = ATz. Der zweite folgt analog. O

Aus dem obigen Beweis kénnen wir unmittelbar die Korrektheit des folgenden
Néherungsalgorithmus folgern.

Algorithmus 15: Hub- & Authority-Zentralitdten (ndherungsweise)
Eingabe : Multigraph G = (V, F), Abbruchkriterium &
Ausgabe: Knotenarray a (Authority-Zentralitét)
Knotenarray h (Hub-Zentralitét)

foreach v € V do a, «+ —
n

repeat
foreach v € V do

h, — 0
foreach (v,w) € E do h, < h, + a,

h
pr— |Ihll; h——

Ph
foreach v € V do

a, < 0
foreach (u,v) € E do a, <« a, + h,
a
pa— llall; a——
Pa

until p,, pr, wihrend der letzten Iterationen nur um € verdndert

Trotz der moglicherweise hoheren Dichte von B(G) und C(G) ist die pro
[teration benotigte Zeit damit wieder nur O(n(G) + m(G)).
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PageRank

Die Suchmaschine Google verwendet fiir die Relevanzbewertung unter an-
derem einen Zentralitdtsindex namens PageRank. Dieser kann als Variante
sowohl der Einfluss- als auch der Eigenvektor-Zentralitéit angesehen werden.

Definition
Zu einem Multigraph G = (V, E) sei die Ausgangsgradmatrix DT (G) =
(dyw)vwey definiert durch

- {dé(v) falls v =w

0 sonst .

Die (ausgangsgrad-)normalisierte Adjazenzmatrix definieren wir als

M*(G) = (D*(G))"A(G)
wobeli fiir (D*(G))™" = (d, 3 )vwev gelte

. d&(v)™! falls v = w und d5(v) > 0
o 0 sonst .

Bemerkung

In normalisierten Adjazenzmatrizen ist die Zeilensumme fiir Knoten mit min-
destens einer ausgehenden Kante gleich Eins. Sie kénnen als Adjazenzmatrix
eines (kanten-)gewichteten Multigraphen M™(G) interpretiert werden. Ent-
sprechende Definitionen und Aussagen fiir den Eingangsgrad und den Kno-
tengrad sind natiirlich ebenfalls mdglich, werden aber hier nicht bendétigt.

Bei der Eigenvektor-Zentralitdt werden die Werte an den Nachfolgerknoten
aufsummiert. Nimmt man stattdessen den Mittelwert, so ergibt sich

Co = Z dcf’w ¢y bzw. c=aMT(G)c.

wENE;(U) G(v)
Die Bewertung ¢ heiffit dann harmonisch. Die Zentralitdt eines Knotens ist
damit also proportional zur mittleren Zentralitdt der von ihm direkt beein-
flussten Knoten. In WWW-Zitiernetzwerken ist diese Sichtweise sicher wenig
plausibel, da Links keine Beeinflussung der Seiten darstellen, auf die verwie-
sen wird.
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Wir hatten bereits festgestellt, dass aus einer @ — o Zentralitéit eine o — o
Zentralitit wird, wenn wir sie im Graphen mit umgedrehten Kanten berech-
nen. Da PageRank die Relevanz von WWW-Seiten bewerten soll, bietet sich
die so umgekehrte Sichtweise an: Die Relevanz einer Seite iibertrégt sich zu
gleichen Teilen auf die durch ausgehende Hyperlinks referenzierten Seiten.
Eine entsprechende Bewertung miisste dann

Ay v
Cp = Z a5 ey bzw. c= MY G)e

erfiillen. Ein Proportionalitdtsfaktor ist hier nicht nétig:

Lemma

Ist G ein stark zusammenhéngender, nicht bipartiter Multigraph, so gilt
p(MH(G)T) = 1.

M Beweis: Aus den Uberlegungen zur Potenziteration wissen wir, dass die
Folge (M (G)T)ix fiir geeignete z und i — oo gegen einen zum Spektralradi-
us gehorigen Eigenvektor mit ausschliefllich positiven Eintragen konvergiert.

Auflerdem gilt

2@ = 3 3 g s L R

veV veEV ueN— (u,w)EE
z : z : auv z : a’uv
—= Jju
d*(u)
uGVv€N+(u ueV vENT (u)
- E Loy
ueV

d.h. die Summe der Eintrdge eines Vektors ist invariant unter Multiplika-
tion mit der normalisierten Adjazenzmatrix. Dies gilt insbesondere fiir den
positiven Eigenvektor zum Spektralradius, sodass letzterer gleich Eins sein
muss. 0
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Bemerkung (Irrfahrten auf Graphen und das WWW)
Die Potenziteration fiir (M*(G))T kann als Trrfahrt auf G interpretiert wer-
den:

e Die Knoten von G beschreiben mdégliche Aufenthaltsorte.

e Die ausgehenden Kanten eines Knotens entsprechen den erlaubten Uber-
gédngen an Aufenthaltsorte zum néchsten Zeitpunkt.

o Der Wechsel des Aufenthaltsortes geschieht zufillig, d.h. jeder méogliche
Ubergang findet mit gleicher Wahrscheinlichkeit statt.

Bei Vorgabe einer Anfangsverteilung ©©), etwa der Gleichverteilung % -1,
beschreibt der Vektor (M*(G)7)'z(") die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten an
den Knoten nach genau i Ubergéngen.

Die Matrix (M*(G))T heiit in dieser Interpretation auch Ubergangsmatrix.
Driicken wir die Aufenhaltswahrscheinlichkeiten zu Zeitpunkt ¢ durch Zufalls-
variablen X aus, dann heift X(©, XM . auch (homogene) Markoff-Kette,
und die Konvergenzbedingungen stark zusammenhédngend und bipartit ent-
sprechen den Bedingungen irreduzibel und aperiodisch fiir die Existenz ei-
ner stationdren Verteilung (einer Verteilung, die sich durch Anwendung der
Ubergangsmatrix nicht éndert).

Statt als riickgekoppelte Zentralitét kann ein Eigenvektor zum gréften Eigen-
wert 1 von (M (G))T daher auch als die stationére Verteilung einer Irrfahrt
auf dem Graphen gedeutet werden. In WWW-Graphen lasst sich diese inter-
pretieren als die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines zuféllig umherirrenden
Benutzers auf der jeweiligen Seite.
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Will man die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten zur Relevanzbewertung der
Datenbasis einer Suchmaschine verwenden, ist die Einschrankung auf stark
zusammenhéangende, nicht bipartite Multigraphen unrealistisch. Die folgende
Idee beseitigt das Problem: Statt in jedem Schritt einem Link zu einer Seite zu
folgen, kann der herumirrende Benutzer mit einer Wahrscheinlichkeit w auch
zu irgendeiner Seite springen. Dadurch wird der Multigraph der mdéglichen
Ubergiinge vollsténdig, insbesondere also stark zusammenhéngend und nicht
bipartit.

Bei gleich wahrscheinlichen Sprungzielen erhalten wir die von Google ver-
wendete Zentralitét.

Definition (PageRank; Brin und Page 1998)
Fiir G € G und ein 0 < w < 1 ist der PageRank cp definiert als die eindeutige
Losung von

w

er(G) = (1= w) - M*(G)Tep(G) + =1

Vermutung: cp € o— e(G)

5.24 % 5.4 %

7.82 %

5.68 % 5.68 %

PageRank im Beispielgraphen (w = 1)

Offene Frage: Welche Auswirkungen hat w auf die Reihung der Knoten?

S?
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Algorithmus 16: PageRank (ndherungsweise)
Eingabe : Multigraph G = (V, E), Sprungw’keit 0 < w < 1
Abbruchkriterium e
Daten : Knotenarray ¢’ (letzte Ndherung)
Ausgabe: Knotenarray ¢ (PageRank)

1
foreach v € V do ¢, «+ —
n

repeat
d—c
foreach v € V do
e ©
" a
—_ u,v /
foreach uw € N~ (v) do ¢, < ¢, + (1 _w>d+(u) - c

until ||c— || < e
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2.3 Kantenzentralitiaten

Wir wollen noch kurz anreiflien, wie Kantenzentralidten definiert werden konn-
ten. Die dazugehorige Theorie ist noch weniger weit entwickelt als die fiir
Knotenzentralitdaten. Geeignete notwendige Bedingungen an Kantenstruktur-
indizes sind nicht bekannt.

Zumindest bei der Betweenness-Zentralitat lasst sich die Grundidee unmit-

telbar auf Kanten tibertragen.

Definition (Kanten-Betweenness; Anthonisse 1971)
Die Erweiterung der Betweenness-Zentralitédt cg auf Kanten ist definiert

durch .
cslG), = Y 2l

s,teVvV JG(S’ t)

fiiralle G = (V, E) € G (mit den Bezeichnungen aus der Knoten-Betweenness-
Zentralitét).

Lemma

a6(s) | _
5G(S|(U7 w)) — {UG’(va) (1 + 5G(8|w)) fa]ls <U; w) € PG (S, w)
0

sonst.

B Beweis: Falls (v, w) € P; (s, w), also auf keinem kiirzesten (s, w)-Weg
liegt, dann liegt (v, w) auch auf keinem kiirzesten (s,t)-Weg fiir irgend ein
t € V, sodass dg(s|(v,w)) = 0.

Im Beweis zur Abhéngigkeit von Knoten hatten wir bereits gesehen, dass

76(5,9) _
da(s, tlv, (v,w)) = {‘;cg;(ézg)) o) ialls t=w
oaw)  og(st) alls ¢ 75 w

Da aber d¢(s, t|v, (v,w)) = dg(s, t|(v,w)) folgt die Behauptung durch Sum-
mation iiber alle t € V. O]
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Zur Berechnung brauchen wir also lediglich den Betweenness-Algorithmus um
Abhéngigkeiten von Kanten zu erweitern. Fiir Multigraphen mit Mehrfach-
kanten ist wieder zu beachten, dass die Vorgéngerzihlung angepasst werden
muss.

Algorithmus 17: Abhéngigkeiten eines Knotens s € V
(Spezialisierung der Breitensuche mit Wurzel s)

Daten : Knotenarray o, (Anzahl der kiirzesten Wege von s)
Knotenarray P, (Liste der Vorgénger auf kiirzesten Wegen)
Stack S (Knoten in Reihenfolge ihres Abstands von s)

Ausgabe: ‘Knoten— und Kantenarray 4
(Abhéngigkeiten, initialisiert mit 0)

root(vertex s) begin
| os(s) =1
end

traverse(vertex v, edge e, vertex w) begin
if e ist Baumkante then
fiige an Py(w) «— v
os(w) « og(v)
| push w — S
if e ist Vorwdartskante then
fiige an Py(w) «— v
| o,(w) — o,(w) + 0, (0)

end

done(vertex s) begin
while S nicht leer do
w «— pop(S)
foreach v € P;(w) do
0a(v) = 05(v) + 22 (1 4 6,(w))

ds((v,w)) «— os() (14 d5(w))

os(w)

end
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Beispiel (Clustern mit Kanten-Betweenness)

Haben Kanten eine hohe Betweenness-Zentralitiat, dann sind sie wesentli-
che Verbindungen zwischen verschiedenen 'Teilgraphen. Insbesondere haben
Briicken eine hohe Betweenness, die umso grofler ist, je dhnlicher die Grofe
der Teilgraphen ist, zu denen die beiden Endknoten gehdren.

FEine Idee, durch wiederholtes Entfernen von Kanten den Graphen schritt-
weise in Cluster zu zerlegen, besteht daher darin, die jeweils am hdéchsten
bewerteten Kanten auszuwéhlen. Der nachfolgende Algorithmus beschreibt
das Vorgehen im Detail.

Algorithmus 18: Betweenness-Clustern (Girvan und Newman 2001 )
Eingabe : Multigraph G = (V, E)
Ausgabe: Teilgraph C' C G
(Zusammenhangskomponenten definieren die Cluster)

C—aG
repeat
B —{ee€ E(C): cg(C). maximal}

entferne die Kanten in B aus C'
until bel. Abbruchbedingung (z.B. Anzahl Cluster, Clustergrdfien)

Die Laufzeit ist im schlechtesten Fall O(nm?), denn in jeder Iteration muss
die Kanten-Betweenness neu berechnet werden. Sie ist in der Regel aber
niedriger, wenn z.B. die Kanten-Betweenness in gut aufgeteilten Graphen
nur noch in kleinen Komponenten bestimmt werden muss.

Das folgende Netzwerk beschreibt die Freundschaftsbeziehungen in einem
Karate-Verein. Das anschlieBende Dendrogramm gibt die Aufteilung der Clus-
ter an (aus: Girvan und Newman 2001).

Offene Frage: Kann Information aus der Kanten-Betweenness-Berechnung
fiir die néchste Iteration wiederverwendet werden (Berechnung auf dynami-
schen Graphen, bei denen nur Kanten entfernt werden), um die Gesamtlauf-
zeit zu verringern?
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Analog kénnen wir Closeness- und andere Zentralititen auf Kanten iibertra-
gen. Die Definitionen von Wegen und Absténden seien dazu in naheliegender
Weise auf Kanten verallgemeinert.

Definition (Kanten-Closeness-, -Einfluss-, und -Eigenvektor-Zentralitét)
Die Erweiterungen der Closeness-, Einfluss- und Eigenvektor-Zentralitédt auf
Kanten sind definiert durch durch

1
co(@)e = —E dole. e
e'cFE
@y = Y. a-(1+e(G)pw)
(v,w)eE
1
CE<G)(U,U) = X Z CE(G>(v,w)
(v,w)eE

fiir alle G = (V, E) € S (fiir ¢;(G) sogar G € G) und geeignete a, \.
Wir zeigen die Wohldefiniertheit allgemeiner.

Definition (Kantengraph)
Zu einem Multigraphen G = (V, E) ist der zugehdrige Kanten(multi)graph
E(GQ) = (E, F) definiert durch

((u,v), (v,w)) €, F <= (u,v) €, E, (v,w) €, Eund k=15

Lemma
Seien G = (V, E) ein gerichteter Multigraph und £(G) = (E,F) der zu-
gehorige Kantengraph. Dann gilt:

(i) G gewohnlich = &(G) gewdhnlich
(ii) G schleifenfrei <= &(G) schleifenfrei

(iii) £(G) stark zusammenhédngend <= G besteht einer starken Zusam-
menhangskomponente und einer beliebigen Anzahl isolierter Knoten

(iv) G stark zusammenhingend und nicht bipartit —> &(G) stark zusam-
menhéngend und nicht bipartit
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B Beweis: Die beiden ersten Eigenschaften sind offensichtlich.

Fiir die dritte sei G stark zusammenhéngend. Es gibt dann zwischen je
zwei Knoten einen gerichteten Weg. Insbesondere gibt es fiir je zwei Kan-
ten (u,v), (w, ) einen gerichteten Weg von v nach w und einen von x nach
u. Diese entsprechen in £(G) gerichteten Wegen von (u,v) nach (w,z) und
von (w,x) nach (u,v), sodass auch £(G) stark zusammenhéngend ist. Bei
Hinzuftigen von isolierten Knoten zu G bleibt £(G) unveréndert.

Ist umgekehrt £(G) stark zusammenhéngend, so finden wir fiir jeden nicht
isolierten Knoten in GG eine inzidente Kante. Zu zwei Knoten in G betrachte
daher zwei inzidente Kanten, etwa (u,v) und (w, z). Mit der gleichen Uberle-
gung wie oben folgt aus dem starken Zusammenhang von £(G) die Existenz
zweier gerichteter Wege in GG, von denen der eine mit (u,v) beginnt und mit
(w, x) endet, und der andere umgekehrt.

Schliefllich sei G stark zusammenhéngend und nicht bipartit. Angenommen,
E(QG) wire bipartit, also insbesondere schleifenfrei, und F = E; U E; eine
entsprechende Partition der Kanten von G. Ist v € V' ein beliebiger Knoten,
dann gibt es, weil GG stark zusammenhéngend ist, mindestens eine eingehende
und eine ausgehende inzidente Kante. Gibt es eine eingehende Kante (u,v) €
E;, dann sind alle ausgehenden Kanten (v,w) € E3 und damit auch alle
eingehenden Kanten (u’,v) € E;. Entsprechend fiir ein (u,v) € E,. Die
Knoten von G konnen folglich danach aufgeteilt werden, ob ihre eingehenden
oder ausgehenden Kanten in F; sind. Dann wére GG aber bipartit, denn keine
zwei aus einer der beiden Mengen kénnen adjazent sein. (I

Ein Knotenzentralititsindex angewandt auf den Kantengraph liefert eine Be-
wertung der Kanten im Ausgangsgraphen, die als Kanten-Zentralitdt gedeu-
tet werden konnte. Wegen der Eigenschaften (iii) und (iv) im obigen Lemma
ist die Erweiterung der nur auf eingeschrinkten Klassen definierten Mafle
unproblematisch.
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2.74 Definition (Zentralitéiten)
Sei ¢ eine Knotenzentralitéit und G ein Multigraph so, dass ¢(€(QG)) definiert
ist. Dann heiit der Strukturindex ¢ mit

und

A(G)e = c(€(G))e

die zugehdérige (allgemeine) Zentralitét.

2.75 Satz
cc =Cc, Cr=Ci, Cgp=Cpg.
B Beweis: Die Definitionen der Kanten-Zentralitdten entsprechen genau
denen fiir Knoten-Zentralitdten angewandt auf den Kantengraphen. O

Fiir Closeness, Einfluss und Eigenvektor-Zentralitédt konnen die Algorithmen
fiir die entsprechenden Knoten-Zentralitdten mit wenigen Modifikationen be-
nutzt werden, um die Kanten-Zentralitdten ohne Konstruktion des Kanten-
graphen zu bestimmen.

Bei Betweenness fiihrt die Definition iiber den Kantengraphen allerdings zu
Inkonsistenzen.

2.76 Satz
cg und ¢g sind verschieden.

B Beweis: Es gibt sogar Unterschiede auf zusammenhéngenden ungerich-
teten Graphen:

€3
€3 ey .
4
€1
€9 €1 €9
Graph G Kantengraph &£(G)

Es gilt cp(er) = 6 > cples) = cples) = 4 > 2 = cp(ey), aber cég(er) =
53(64) =0<1= 53(62) = (_ZB<€3). O
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Man koénnte das Problem darin vermuten, dass nur innere Knoten in die
Knoten-Betweenness auf dem Kantengraph eingehen, weil die jeweils erste
und letzte Kante aller kiirzesten Wege im Ausgangsgraphen dadurch nicht
beriicksichtigt werden. Aus dem vorstehenden Beweis konnen wir aber ab-
leiten, dass auch eine entsprechende Modifikation der Knoten-Betweenness
keine Abhilfe schaffen kann.

Folgerung
Fiir jede Knoten-Zentralitét c ist ¢ verschieden von cp.

B Beweis: In dem Beispiel im obigen Beweis sind die Knoten e; und e4 von
E(Q) strukturell dquivalent, sodass fiir jeden Knotenstrukturindex ¢ gelten
muss c(e1) = c(eq) und c(eq) = c(e3). Es gilt aber auch cp(e;) # cp(es). O



