Kapitel 1

Divide-and-Conquer
Verfahren und das Prinzip
der Rekursion

Der Literaturtip. Ein gutes Buch unter vielen zum Gesamt-
thema der Vorlesung ist [CLR90]. Es enthilt auch einfithrende
Kapitel zum Algorithmusbegriff sowie zur Laufzeitanalyse von
Algorithmen und zu Wachstumsraten von Funktionen (O, €2, ©).
Ein weiteres empfehlenswertes Buch ist [OW93]. Fiir das Kapitel
,Divide-and-Conquer Verfahren und das Prinzip der Rekursion*
speziell empfehlen wir [CLR90].

Ein grundlegendes algorithmisches Prinzip besteht darin, ein Problem
zu 16sen, indem man es in Probleme (meist desselben Typs) kleinerer Grofie
oder mit kleineren Werten aufteilt, diese 16st und aus den Losungen eine
Losung fiir das Ausgangsproblem konstruiert.

1.1 Ein Beispiel aus der
Informatik-Grundvorlesung

MERGE SORT ist ein Verfahren zum Sortieren einer Folge von n Werten,
auf denen es eine Ordnung < gibt. MERGE SORT sortiert eine Folge der
Lange n, indem es zunéchst halb so lange Teilfolgen sortiert und aus diesen
die sortierte Folge der Linge n ,zusammmenmischt“. Dies kann, wie im
Folgenden beschrieben, auf iterative oder auf rekursive Weise durchgefiihrt
werden.
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1.1.1 TIterativ bzw. bottom-up

Iteratives Merge-Sort
1. sortiere zunéichst Teilfolgen der Linge zwei und mische sie zu sortierten
Folgen der Lénge vier zusammen;
2. mische je zwei sortierte Folgen der Linge vier zu sortierten Folgen der
Lange acht zusammen;
3. ws.w.

1.1.2 Rekursiv

Sehr oft werden Divide-and-Conquer Verfahren jedoch rekursiv angewandst.
Das bedeutet: Das Verfahren ruft sich selbst wieder auf, angewandt auf
Eingaben kleinerer Linge bzw. mit kleineren Werten.

MERGE SORT rekursiv formal.

Eingabe: Array A mit n Elementen, die an den Stellen A[p] bis A[r] stehen.
Ausgabe: n Elemente sortiert in Ergebnisarray B.

MERGE SORT(A;p, )
1. Falls p < r gilt, dann setze ¢ := |
MERGE SORT(A4;p,q) )
* MERGE SORT(A: g + 1,7) rekursive Aufrufe
3. B := MERGE(A4;p,q,r).

5

Die Hauptarbeit besteht hier bei MERGE SORT, wie auch bei den meisten
Divide-and-Conquer Verfahren, im ,,Zusammensetzen* der Teillosungen, bei
MERGE SORT also in MERGE.

MERGE informell: Durchlaufe A einerseits von A[p] bis A[g] und anderer-
seits von A[g+1] bis A[r] und vergleiche die Elemente jeweils paarweise. Das
kleinere der Elemente wird ,,weggeschrieben® (in ein Ergebnisarray) und in
dem entsprechenden Teil von A um eine Position weitergegangen. Ist man
bei Alg] oder A[r] angelangt, wird der restliche Teil des anderen Teilarrays
von A an das Ergebnisarray angehéngt. Die Eintriage aus dem Ergebnisarray
werden an die Stellen A[p] bis A[q] kopiert.

Wir haben gezeigt, da} MERGE eine Laufzeit hat, die linear in der
Lénge der Eingabe ist, also in O(n) ist. Aus der rekursiven Beschreibung
fiir MERGE SORT konnen wir als Laufzeit T'(n) insgesamt ablesen:

T(n)=T([n/2]) +T(|n/2]) + u mit k£ >0 Konstante.

fiir MERGE
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Solche Rekursionsgleichungen sind typisch fiir rekursiv beschriebene
Divide-and-Conquer-Algorithmen. Wie schétzt man eine Laufzeitfunktion,
die als Rekursionsgleichung (bzw. -ungleichung) gegeben ist, moglichst gut
ab?

Zur Erinnerung: Bei MERGE SORT ist T'(n) € O(n - logn). Der Beweis
wird induktiv gefiihrt, vgl. Informatik II: Algorithmen und Datenstrukturen.

1.2 Methoden zur Analyse von
Rekursionsabschitzungen

Substitutionsmethode: Wir vermuten eine Losung und beweisen deren
Korrektheit induktiv.

Iterationsmethode: Die Rekursionsabschitzung wird in eine Summe um-
gewandelt, und dann mittels Techniken zur Abschitzung von Summen
aufgelost.

Meistermethode: Man beweist einen allgemeinen Satz zur Abschétzung
von rekursiven Ausdriicken der Form

T(n) =a-T(n/b)+ f(n), wobei a >1 und b > 1.

Technische Details. Normalerweise ist die Laufzeitfunktion eines Algo-
rithmus nur fiir ganze Zahlen definiert. Entsprechend steht in einer Rekursi-
onsabschétzung eigentlich T'(|n/b]) oder T([n/b]). AuBlerdem haben Lauf-
zeitfunktionen T'(n) die Eigenschaft, daB zwar T'(n) € O(1) ist fir kleine
n, allerdings oft mit grofler O-Konstante. Meistens kann man diese Details
jedoch vernachlassigen.

1.2.1 Die Substitutionsmethode

Beispiel.

T(n)=T([n/2]) +T(|n/2]) + n.
Dies ist etwa die Laufzeitfunktion von MERGE SORT, von der wir wissen,
daB sie in O(nlogn) liegt.

Wir beweisen, dal T'(n) < c¢-n - logn fiir geeignetes ¢ > 0, ¢ konstant
ist. Dazu nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dafy die Abschétzung
fiir Werte kleiner n gilt, also insbesondere

T(ln/2]) < c¢-|n/2]-log(|n/2]) und
T([n/2]) < c-[n/2]log([n/2]).
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Im Induktionsschritt erhalten wir also:

T(n) < c¢-|n/2] log|n/2] +c-[n/2] -log[n/2] +n
< ¢ [n/2]-(logn—1)+c-[n/2] -logn+n
< c¢-n-logn—c-|n/2]+n
< c¢-nlogn fir ¢>3,n> 2.

Fiir den Induktionsanfang mufl natiirlich noch die Randbedingung be-
wiesen werden, z.B. fiir T(1) = 1. Dies ist oft problematisch. Es gilt bei-
spielsweise fiir kein ¢ > 0, dafl T(1) =1 < ¢-1-logl = 0 ist. Da uns bei
Laufzeitfunktionen allerdings asymptotische Abschétzungen geniigen, d.h.
Abschétzung fiir n > ng, kénnen wir auch mit der Randbedingung 7T'(4)
starten, d.h.

T4)=2-T(2)+4=4-T(1)+8=12<c-4-logd =c-8 fiir ¢ > 2.

Wie kommt man an eine gute Vermutung? Es gibt keine allgemeine
Regel fiir die Substitutionsannahme, aber einige heuristische ,, Kochrezepte®.
Lautet die Rekursionsgleichung etwa

T(n)=2-T(n/2+17) +n,

so unterscheidet sich die Lésung vermutlich nicht substantiell von der Losung
fiir obige Rekursion, da die Addition von 17 im Argument von T fiir hin-
reichend grofile n nicht so erheblich sein kann. In der Tat ist hier wieder
T(n) € O(nlogn), und dies kann wieder mit Induktion bewiesen werden
(vgl. Ubung).

Manchmal 148t sich zwar die korrekte Losung leicht vermuten, aber nicht
ohne weiteres beweisen. So ist vermutlich

T(n)=T([n/2]) +T(|n/2])+1 € O(n).

Versucht man jedoch zu beweisen, dafl T'(n) < ¢ - n fiir geeignetes ¢ > 0 ist,
so erhélt man im Induktionsschritt

T(n) < c-|n/2]+c-[n/2]+1

= c-n+1,

aber kein ¢ > 0 erfillt T'(n) < ¢ n.
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Trick. Starte mit der schirferen Vermutung 7'(n) < ¢-n —b fiir ¢ > 0 und
einer geeigneten Konstanten b > 0. Dann gilt

T(n) < c-|n/2]-b+c-[n/2]-b+1
< ¢-n—2b+1
< c¢-n—2»b fir b>1.

Ein weiterer Trick, der oft funktioniert, ist die Variablenersetzung.

Beispiel.
T(n)=2-T(|/n])+ logn.
Setze m = logn, also n = 2™, dann ergibt sich
T(2™) =2-T(|12™/2]) + m < 2-T(2™/?) + m.
Setzt man nun S(m) := T'(2™), so gilt
S(m) <2-8(m/2) + m € O(mlogm).
Riickiibersetzung von S(m) nach T'(m) ergibt dann

T(n)=T(2™)=8(m) € O(mlogm) = O(lognloglogn).

1.2.2 Die Iterationsmethode

Eine naheliegende Methode zur Auflésung einer Rekursionsgleichung ist de-
ren iterative Auflésung.

Beispiel.

T(n) = 3-T(|n/4])+n
= n+3-(|n/4] +3-T(|n/16]))
= n+3-(|n/4] +3-(|n/16] +3-T(|n/64])))
= n+3-|n/4]+9:|n/16] +27-T(|n/64]).

Wie weit mufl man die Rekursion iterativ auflésen, bis man die Randbe-
dingungen erreicht?
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Der i-te Term ist 3%+ |n/4?|. Die Iteration erreicht im Argument 1, wenn
|n/4'] <1, d.h. wenn i > log, n. Dann ergibt sich

T(n) < n+3-n/44+9-n/16+27-n/64+ ...+ 38" ¢

fir ¢; > 0 konstant

0 N
n - Z (Z) + e .n10g4 3’ da 3log4n _ n10g43
=0

IA

= dn+c-n813 € On), da log,3 < 1.

Die Iterationsmethode fiihrt oft zu aufwendigen (nicht umbedingt trivia-
len) Rechnungen. Durch iterative Auflésung einer Rekursionsabschitzung
kann man jedoch manchmal zu einer guten Vermutung fiir die Substitu-
tionsmethode gelangen.

1.3 Der Aufteilungs-Beschleunigungssatz

Es gibt einen sehr allgemeinen Satz iiber das asymptotische Wachstum re-
kursiv beschriebener Laufzeitfunktionen. Wir werden eine vereinfachte Form
des Satzes ausfiihrlich beweisen. Der Beweis des allgemeinen Satzes geht im
Prinzip genauso; er ist nur technisch aufwendiger.

Satz 1.1 (allgemeine Form) Seien a > 1 und b > 1 Konstanten, f(n)
eine Funktion in n und T'(n) iiber nichtnegative ganze Zahlen definiert durch

T(n) =a-T(n/b) + f(n),

wobei n /b fiir [n/b| oder [n/b] steht.

Dann gilt
(i) T(n) € ©(n'°& ), falls f(n) € O(n'°8 =% fiir eine Konstante ¢ > 0.

(ii) T(n) € O(n'°8s9 . logn), falls f(n) € O(n'°8r9).

(iii) T(n) € ©(f(n)), falls f(n) € Q(n'°89+%) fiir eine Konstante ¢ > 0
und a - f(n/b) < c¢- f(n) fiir eine Konstante ¢ < 1 und fiir n > ny.

Beispiel. MERGE SORT

Aus Fall (ii) folgt T'(n) € O(n - logn).
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Wir schrinken den Satz auf den Fall ein, da f(n) € O(n) ist, und
beweisen ihn nur fiir Potenzen von b, d.h. n = b%. Letztere Einschrinkung
wird aus technischen Griinden vorgenommen; man kann fiir n # b7 die
Analyse unter Betrachtung der niichsten Potenzen von b, d.h. ny, = b+!
fir n; = b? < n < ny durchfithren. Die Einschrinkung auf f(n) € O(n)
vereinfacht den Beweis insofern, dafi man nicht ausfiihrlich f(n) gegeniiber
a-T(n/b) abschitzen mufl.

Satz 1.2 (eingeschrinkte Form) Seien a > 1,b > 1,¢y > 0 und ¢3 > 0
Konstanten und T'(n) iiber nichtnegative ganze Zahlen definiert durch
¢ <T() < ¢ und
a-Tn/b)+cn<T(n) < a-T(n/b)+cy-n.

Fiir n = 09 gilt

(i) T(n) € O(n), falls b > a.
(ii)) T'(n) € O(n - logn), falls a = b.
(iii) T(n) € O(n'°8 ), falls b < a.

Beweis. Durch Induktion iiber ¢ beweisen wir dafl
q .
T(n) <cy-n-» (afd).
i=0

Fiir ¢ = 0 ergibt sich T(1) < ¢y. Die Behauptung gelte also fir ¢ > 0.
Betrachte g + 1:

TOY < a-TBY) + ¢y - b1
q
a- (CQ - be- Z(a/b)i> + ¢y - bIT!
1=0
q .
= ¢y bt (z:(a/b)lJrl + 1)
1=0
otl
= ¢y bt (z:(a/b)Z + 1)
=1
g+1
ca - BN (a/b)

1=0

IA

Analog 148t sich auch folgern
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Fall b > a. Dann ist a/b < 1 und es gibt Konstante k1, ks > 0, so daf}

c1-n-ky <T(n)<cy-n-ky, dh. T(n) € O(n).
Fall b = a.

q

T(n) = T(b%) §C2'bq'zli =cy-b7 (¢+1) und
i=0

T(n) > ¢1-b%-(¢+1), also T(n) € ©(nlogn).

q q

T(n) = Tb7) < 62.bQ.Z(a/b)i _ C2_Zai_bq—i

1=0 1=0
q o q '
= c¢o- Zaqﬂ b= cg-al- Z(b/a)l.
1=0 1=0

Dann gibt es Konstante k1, ko > 0, so dafl

cl - alOgbn kl S T(n) S co - alOgbn kQ
N—— N——

:nlogb a :nlogb a

und damit T'(n) € ©(n'o8 ),

Bemerkung.  Gelten in der Voraussetzung von Satz 1.2 nur die Be-
schrinkungen nach oben (unten), so gilt immer noch T'(n) € O(n) (bzw.
T(n) € Q(n)).

1.3.1 Beispiel: Matrix-Multiplikation nach Strassen

(Informatik T1, Ubung)

Problem. Gegeben zwei (n x n)-Matrizen A, B. Berechne A - B mit
moglichst wenig Operationen.

Herkémmlich: C = A- B = (aij) . (bu) == (Cij) mit Cij = 22:1 gk - bkj-
Die Laufzeit ist insgesamt in O(n3).

Ein Divide-and-Conquer Ansatz fiir die Matrixmultiplikation ist:

A_B:(al a2>(bl b2>:(01 02>=C,
as ay4 bs by 3 ¢4
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wobei die a;, b;, ¢; (n/2 x n/2)-Matrizen sind. Dann berechnet sich C' durch

c1 = a1b1 + a2b3
Cy = albg + a2b4
C3 = a3b1 + a4b3
Cy = a3b2 + a4b4

8 Matrixmultiplikationen
von (n/2 x n/2)-Matrizen und
4 Additionen von (n/2 x n/2)-Matrizen

Addition zweier (n x n)-Matrizen ist in ©(n?). Damit ergibt sich

T(n) = 8-T(n/2)+c-n? c¢> 0 Konstante,
con? € Omo287f) =0m3F) mit 0 <e=1
— T(n) € O(n'°2% =03 (leider!)
Fiir die Laufzeit ist offensichtlich die Anzahl der Multiplikationen ,,ver-
antwortlich“. Das heifit: Wenn man die Anzahl der Multiplikationen der

(n/2xn/2)-Matrizen auf weniger als 8 reduzieren konnte bei ordnungsméfig
gleicher Anzahl von Additionen erhélt man eine bessere Laufzeit.

Es gibt einen Divide-and-Conquer Ansatz von Strassen, der nur 7 Mul-
tiplikationen bei 18 Additionen verwendet. Als Laufzeit ergibt sich dann

T(n) = 7-T(n/2)+c-n?
— T(n) € O(n°%7),

Schema:

( Py =ai - (by — bs)

Py = -b

1 =Py + Py — Py + Py 2 = (a1 +az) by

_ P3—(a3—|-a4)-b1

e =P+ mit Py =ay- (bg — bl)
C3:P3+P4

Ps = (a1 +a4) - (b1 + ba)
P6 = (ag — a4) . (bQ + b4)
Pr = (a1 —ag) - (b1 + b3)

c4=Ps+ P —P;—P;

1.3.2 Beispiel: Das Auswahlproblem (Selection)

Gegeben. Eine Folge von n Elementen, auf denen es eine Ordnung <
gibt, und i € {1,... ,n}.

Problem. Gib das i-te (i-kleinste) Element aus.

Wir nehmen an, daf§ alle Elemente verschieden sind. (Falls gleiche Ele-
mente auftreten, miifite zwischen diesen eine kiinstliche Ordnung festgelegt
werden.) Dann ist = das i-te Element genau dann, wenn z grofler als ge-
nau ¢ — 1 Elemente der Folge ist. Ein einfacher Sortier-Algorithmus macht
folgendes:
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1. Sortiere die Elemente in aufsteigender Reihenfolge und gib das i-te der
sortierten Folge aus.

Mit MERGE SORT beispielsweise ergibt sich eine Laufzeit in ©(nlogn). Ein
Verfahren mit linearer worst-case-Laufzeit ist SELECT(n, 1):

1. Teile die n Elemente in [n/5] Gruppen mit jeweils 5 Elementen, und
einer weiteren Gruppe mit den restlichen n mod 5 Elementen auf.

2. Bestimme aus jeder der [n/5] Gruppen das mittlere Element, wobei
in der letzten Gruppe das grofiere der beiden mittleren Elemente ge-
nommen wird, falls diese gerade Kardinalitit hat.

3. Rufe SELECT rekursiv auf, um das mittlere Element m der [n/5]
mittleren Elemente zu bestimmen, d.h. SELECT([n/5],[n/10]). Wenn
[n/5] gerade ist, wird wiederum das grofiere Element genommen.

4. Teile die Folge aller Elemente in die Teilfolge A; der Elemente < m,
und die Teilfolge Ay der Elemente > m auf. Sei m das k-te Element
unter allen n Elementen.

5. Rufe SELECT rekursiv auf, um nun das i-te Element in der entsprechen-
den Teilfolge zu finden. D. h. falls ¢ < k ist, dann rufe SELECT(A;, 1)
auf, und sonst SELECT(As,i — k).

Laufzeitanalyse von SELECT. Es gilt: Die Anzahl der Elemente > m
ist mindestens 3n/10 — 6. Begriindung: Mindestens die Hélfte der mittleren
Elemente aus den [n/5] Gruppen (Schritt 2) sind > m. Also steuert die
Hilfte der [n/5] Gruppen jeweils 3 Elemente zu As bei, aufler evtl. der
letzten Gruppe und der Gruppe, die m enthilt, d.h.

1 3
>3.(=- — > —n —
Ag| >3 (2 [n/5] 2) > 1" 6

7
Entsprechend ist die Anzahl der Elemente kleiner als m ebenfalls mindestens

3:-(3-[n/5] —2), d.h.

3 7
> —n — < — .
‘A1| > 10’/L 6 — ‘A2| < 10n+6

Der rekursive Aufruf von SELECT in 5. wird also auf hochstens %n + 6
Elemente angewandt.

e Die Schritte 1., 2., 4. sind in O(n).
e Schritt 3. benotigt T'([n/5]) Zeit.

e Schritt 5. bendtigt T(Ln + 6) Zeit; dabei ist T'(n) die Laufzeit von
SELECT(n,4) mit 1 <7 < n.
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Zunichst stellen wir fest, dal ab n > 20 gilt %n + 6 < n. Wir erhalten
also als Abschétzung fiir die Laufzeit:

co-n fiir n < my,
T(n) < ng > 20 geeignet gewihlt
T([n/5]) + T(Hn+6) +ci-n fiir n > ng.

Wir beweisen T'(n) € O(n) durch Substitution. Sei also T'(n) < ¢ - n fir
eine Konstante ¢ > 0 und alle n < ng. Fiir n > ng folgt dann per Induktion

7
T(n) < c-[n/&ﬂ-l—c-(ﬁn-l-fi)-l-cl-n
< c-n/5+c+c-ln+c-6+cl-n

10
n
= 96E+7C+Cln

Damit 9-c- {5 +7-c+c1-n < c-n ist, muf ¢ so gewéhlt werden kénnen, daf

cr-n<c- (% - 7). Dazu mufl n > 70 gelten. In der Abschéitzung sollten

>0 notig
wir also ng > 70 wéhlen.
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