
Kapitel 1Divide-and-ConquerVerfahren und das Prinzipder RekursionDer Literaturtip. Ein gutes Bu
h unter vielen zum Gesamt-thema der Vorlesung ist [CLR90℄. Es enth�alt au
h einf�uhrendeKapitel zum Algorithmusbegri� sowie zur Laufzeitanalyse vonAlgorithmen und zu Wa
hstumsraten von Funktionen (O;
;�).Ein weiteres empfehlenswertes Bu
h ist [OW93℄. F�ur das Kapitel"Divide-and-Conquer Verfahren und das Prinzip der Rekursion\speziell empfehlen wir [CLR90℄.Ein grundlegendes algorithmis
hes Prinzip besteht darin, ein Problemzu l�osen, indem man es in Probleme (meist desselben Typs) kleinerer Gr�o�eoder mit kleineren Werten aufteilt, diese l�ost und aus den L�osungen eineL�osung f�ur das Ausgangsproblem konstruiert.1.1 Ein Beispiel aus derInformatik-GrundvorlesungMerge Sort ist ein Verfahren zum Sortieren einer Folge von n Werten,auf denen es eine Ordnung � gibt. Merge Sort sortiert eine Folge derL�ange n, indem es zun�a
hst halb so lange Teilfolgen sortiert und aus diesendie sortierte Folge der L�ange n "zusammmenmis
ht\. Dies kann, wie imFolgenden bes
hrieben, auf iterative oder auf rekursive Weise dur
hgef�uhrtwerden. 1



2 KAPITEL 1. DIVIDE-AND-CONQUER-VERFAHREN1.1.1 Iterativ bzw. bottom-upIteratives Merge-Sort1. sortiere zun�a
hst Teilfolgen der L�ange zwei und mis
he sie zu sortiertenFolgen der L�ange vier zusammen;2. mis
he je zwei sortierte Folgen der L�ange vier zu sortierten Folgen derL�ange a
ht zusammen;3. u.s.w.1.1.2 RekursivSehr oft werden Divide-and-Conquer Verfahren jedo
h rekursiv angewandt.Das bedeutet: Das Verfahren ruft si
h selbst wieder auf, angewandt aufEingaben kleinerer L�ange bzw. mit kleineren Werten.Merge Sort rekursiv formal.Eingabe: Array A mit n Elementen, die an den Stellen A[p℄ bis A[r℄ stehen.Ausgabe: n Elemente sortiert in Ergebnisarray B.Merge Sort(A; p; r)1. Falls p < r gilt, dann setze q := bp+r2 
2. Merge Sort(A; p; q)Merge Sort(A; q + 1; r) � rekursive Aufrufe3. B :=Merge(A; p; q; r).Die Hauptarbeit besteht hier beiMerge Sort, wie au
h bei den meistenDivide-and-Conquer Verfahren, im "Zusammensetzen\ der Teill�osungen, beiMerge Sort also in Merge.Merge informell: Dur
hlaufe A einerseits von A[p℄ bis A[q℄ und anderer-seits von A[q+1℄ bis A[r℄ und verglei
he die Elemente jeweils paarweise. Daskleinere der Elemente wird "wegges
hrieben\ (in ein Ergebnisarray) und indem entspre
henden Teil von A um eine Position weitergegangen. Ist manbei A[q℄ oder A[r℄ angelangt, wird der restli
he Teil des anderen Teilarraysvon A an das Ergebnisarray angeh�angt. Die Eintr�age aus dem Ergebnisarraywerden an die Stellen A[p℄ bis A[q℄ kopiert.Wir haben gezeigt, da� Merge eine Laufzeit hat, die linear in derL�ange der Eingabe ist, also in O(n) ist. Aus der rekursiven Bes
hreibungf�ur Merge Sort k�onnen wir als Laufzeit T (n) insgesamt ablesen:T (n) = T (dn=2e) + T (bn=2
) + k � n|{z}f�ur Merge mit k � 0 Konstante.



1.2. REKURSIONSABSCH�ATZUNGEN 3Sol
he Rekursionsglei
hungen sind typis
h f�ur rekursiv bes
hriebeneDivide-and-Conquer-Algorithmen. Wie s
h�atzt man eine Laufzeitfunktion,die als Rekursionsglei
hung (bzw. -unglei
hung) gegeben ist, m�ogli
hst gutab?Zur Erinnerung: Bei Merge Sort ist T (n) 2 O(n � logn). Der Beweiswird induktiv gef�uhrt, vgl. Informatik II: Algorithmen und Datenstrukturen.1.2 Methoden zur Analyse vonRekursionsabs
h�atzungenSubstitutionsmethode: Wir vermuten eine L�osung und beweisen derenKorrektheit induktiv.Iterationsmethode: Die Rekursionsabs
h�atzung wird in eine Summe um-gewandelt, und dann mittels Te
hniken zur Abs
h�atzung von Summenaufgel�ost.Meistermethode: Man beweist einen allgemeinen Satz zur Abs
h�atzungvon rekursiven Ausdr�u
ken der FormT (n) = a � T (n=b) + f(n); wobei a � 1 und b > 1:Te
hnis
he Details. Normalerweise ist die Laufzeitfunktion eines Algo-rithmus nur f�ur ganze Zahlen de�niert. Entspre
hend steht in einer Rekursi-onsabs
h�atzung eigentli
h T (bn=b
) oder T (dn=be). Au�erdem haben Lauf-zeitfunktionen T (n) die Eigens
haft, da� zwar T (n) 2 O(1) ist f�ur kleinen, allerdings oft mit gro�er O-Konstante. Meistens kann man diese Detailsjedo
h verna
hl�assigen.1.2.1 Die SubstitutionsmethodeBeispiel. T (n) = T (dn=2e) + T (bn=2
) + n:Dies ist etwa die Laufzeitfunktion von Merge Sort, von der wir wissen,da� sie in O(n logn) liegt.Wir beweisen, da� T (n) � 
 � n � logn f�ur geeignetes 
 > 0; 
 konstantist. Dazu nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, da� die Abs
h�atzungf�ur Werte kleiner n gilt, also insbesondereT (bn=2
) � 
 � bn=2
 � log(bn=2
) undT (dn=2e) � 
 � dn=2e � log(dn=2e):



4 KAPITEL 1. DIVIDE-AND-CONQUER-VERFAHRENIm Induktionss
hritt erhalten wir also:T (n) � 
 � bn=2
 � log bn=2
 + 
 � dn=2e � log dn=2e + n� 
 � bn=2
 � (log n� 1) + 
 � dn=2e � log n+ n� 
 � n � log n� 
 � bn=2
 + n� 
 � n logn f�ur 
 � 3; n � 2:F�ur den Induktionsanfang mu� nat�urli
h no
h die Randbedingung be-wiesen werden, z.B. f�ur T (1) = 1. Dies ist oft problematis
h. Es gilt bei-spielsweise f�ur kein 
 > 0, da� T (1) = 1 � 
 � 1 � log 1 = 0 ist. Da uns beiLaufzeitfunktionen allerdings asymptotis
he Abs
h�atzungen gen�ugen, d.h.Abs
h�atzung f�ur n � n0, k�onnen wir au
h mit der Randbedingung T (4)starten, d.h.T (4) = 2 � T (2) + 4 = 4 � T (1) + 8 = 12 � 
 � 4 � log 4 = 
 � 8 f�ur 
 � 2:Wie kommt man an eine gute Vermutung? Es gibt keine allgemeineRegel f�ur die Substitutionsannahme, aber einige heuristis
he "Ko
hrezepte\.Lautet die Rekursionsglei
hung etwaT (n) = 2 � T (n=2 + 17) + n;so unters
heidet si
h die L�osung vermutli
h ni
ht substantiell von der L�osungf�ur obige Rekursion, da die Addition von 17 im Argument von T f�ur hin-rei
hend gro�e n ni
ht so erhebli
h sein kann. In der Tat ist hier wiederT (n) 2 O(n logn), und dies kann wieder mit Induktion bewiesen werden(vgl. �Ubung).Man
hmal l�a�t si
h zwar die korrekte L�osung lei
ht vermuten, aber ni
htohne weiteres beweisen. So ist vermutli
hT (n) = T (dn=2e) + T (bn=2
) + 1 2 O(n):Versu
ht man jedo
h zu beweisen, da� T (n) � 
 � n f�ur geeignetes 
 > 0 ist,so erh�alt man im Induktionss
hrittT (n) � 
 � bn=2
+ 
 � dn=2e + 1= 
 � n+ 1;aber kein 
 > 0 erf�ullt T (n) � 
 � n:



1.2. REKURSIONSABSCH�ATZUNGEN 5Tri
k. Starte mit der s
h�arferen Vermutung T (n) � 
 �n� b f�ur 
 > 0 undeiner geeigneten Konstanten b � 0. Dann giltT (n) � 
 � bn=2
 � b+ 
 � dn=2e � b+ 1� 
 � n� 2b+ 1� 
 � n� b f�ur b � 1:Ein weiterer Tri
k, der oft funktioniert, ist die Variablenersetzung.Beispiel. T (n) = 2 � T (bpn
) + log n:Setze m = logn, also n = 2m, dann ergibt si
hT (2m) = 2 � T (b2m=2
) +m � 2 � T (2m=2) +m:Setzt man nun S(m) := T (2m), so giltS(m) � 2 � S(m=2) +m 2 O(m logm):R�u
k�ubersetzung von S(m) na
h T (m) ergibt dannT (n) = T (2m) = S(m) 2 O(m logm) = O(logn log logn):1.2.2 Die IterationsmethodeEine naheliegende Methode zur Au
�osung einer Rekursionsglei
hung ist de-ren iterative Au
�osung.Beispiel.T (n) = 3 � T (bn=4
) + n= n+ 3 � (bn=4
 + 3 � T (bn=16
))= n+ 3 � (bn=4
 + 3 � (bn=16
 + 3 � T (bn=64
)))= n+ 3 � bn=4
+ 9 � bn=16
 + 27 � T (bn=64
):Wie weit mu� man die Rekursion iterativ au
�osen, bis man die Randbe-dingungen errei
ht?



6 KAPITEL 1. DIVIDE-AND-CONQUER-VERFAHRENDer i-te Term ist 3i � bn=4i
. Die Iteration errei
ht im Argument 1, wennbn=4i
 � 1, d.h. wenn i � log4 n. Dann ergibt si
hT (n) � n+ 3 � n=4 + 9 � n=16 + 27 � n=64 + : : :+ 3log4 n � 
1f�ur 
1 � 0 konstant� n � 1Xi=0 �34�i + 
1 � nlog4 3; da 3log4 n = nlog4 3= 4n+ 
1 � nlog4 3 2 O(n); da log4 3 < 1:Die Iterationsmethode f�uhrt oft zu aufwendigen (ni
ht umbedingt trivia-len) Re
hnungen. Dur
h iterative Au
�osung einer Rekursionsabs
h�atzungkann man jedo
h man
hmal zu einer guten Vermutung f�ur die Substitu-tionsmethode gelangen.1.3 Der Aufteilungs-Bes
hleunigungssatzEs gibt einen sehr allgemeinen Satz �uber das asymptotis
he Wa
hstum re-kursiv bes
hriebener Laufzeitfunktionen. Wir werden eine vereinfa
hte Formdes Satzes ausf�uhrli
h beweisen. Der Beweis des allgemeinen Satzes geht imPrinzip genauso; er ist nur te
hnis
h aufwendiger.Satz 1.1 (allgemeine Form) Seien a � 1 und b > 1 Konstanten, f(n)eine Funktion in n und T (n) �uber ni
htnegative ganze Zahlen de�niert dur
hT (n) = a � T (n=b) + f(n);wobei n=b f�ur bn=b
 oder dn=be steht.Dann gilt(i) T (n) 2 �(nlogb a), falls f(n) 2 O(nlogb a�") f�ur eine Konstante " > 0.(ii) T (n) 2 �(nlogb a � log n), falls f(n) 2 �(nlogb a).(iii) T (n) 2 �(f(n)), falls f(n) 2 
(nlogb a+") f�ur eine Konstante " > 0und a � f(n=b) � 
 � f(n) f�ur eine Konstante 
 < 1 und f�ur n � n0.Beispiel. Merge Sortb = 2; a = 2; f(n) 2 �(n) = �(nlog2 2)Aus Fall (ii) folgt T (n) 2 �(n � log n).



1.3. DER AUFTEILUNGS-BESCHLEUNIGUNGSSATZ 7Wir s
hr�anken den Satz auf den Fall ein, da� f(n) 2 O(n) ist, undbeweisen ihn nur f�ur Potenzen von b, d.h. n = bq. Letztere Eins
hr�ankungwird aus te
hnis
hen Gr�unden vorgenommen; man kann f�ur n 6= bq dieAnalyse unter Betra
htung der n�a
hsten Potenzen von b, d.h. n2 = bq+1f�ur n1 = bq < n < n2 dur
hf�uhren. Die Eins
hr�ankung auf f(n) 2 O(n)vereinfa
ht den Beweis insofern, da� man ni
ht ausf�uhrli
h f(n) gegen�ubera � T (n=b) abs
h�atzen mu�.Satz 1.2 (einges
hr�ankte Form) Seien a � 1; b > 1; 
1 > 0 und 
2 > 0Konstanten und T (n) �uber ni
htnegative ganze Zahlen de�niert dur
h
1 � T (1) � 
2 unda � T (n=b) + 
1n � T (n) � a � T (n=b) + 
2 � n:F�ur n = bq gilt(i) T (n) 2 �(n), falls b > a.(ii) T (n) 2 �(n � log n), falls a = b.(iii) T (n) 2 �(nlogb a), falls b < a.Beweis. Dur
h Induktion �uber q beweisen wir da�T (n) � 
2 � n � qXi=0(a=b)i:F�ur q = 0 ergibt si
h T (1) � 
2. Die Behauptung gelte also f�ur q > 0.Betra
hte q + 1:T (bq+1) � a � T (bq) + 
2 � bq+1� a � �
2 � bq � qXi=0(a=b)i�+ 
2 � bq+1= 
2 � bq+1 � � qXi=0(a=b)i+1 + 1�= 
2 � bq+1 � � q+1Xi=1(a=b)i + 1�= 
2 � bq+1 � q+1Xi=0(a=b)i:Analog l�a�t si
h au
h folgernT (n) � 
1 � n � qXi=0(a=b)i:



8 KAPITEL 1. DIVIDE-AND-CONQUER-VERFAHRENFall b > a. Dann ist a=b < 1 und es gibt Konstante k1; k2 > 0, so da�
1 � n � k1 � T (n) � 
2 � n � k2; d.h. T (n) 2 �(n):Fall b = a.T (n) = T (bq) � 
2 � bq � qXi=0 1i = 
2 � bq � (q + 1) undT (n) � 
1 � bq � (q + 1); also T (n) 2 �(n logn):Fall b < a.T (n) = T (bq) � 
2 � bq � qXi=0(a=b)i = 
2 � qXi=0 ai � bq�i= 
2 � qXi=0 aq�i � bi = 
2 � aq � qXi=0(b=a)i:Dann gibt es Konstante k1; k2 > 0, so da�
1 � alogb n| {z }=nlogb a �k1 � T (n) � 
2 � alogb n| {z }=nlogb a �k2und damit T (n) 2 �(nlogb a). �Bemerkung. Gelten in der Voraussetzung von Satz 1.2 nur die Be-s
hr�ankungen na
h oben (unten), so gilt immer no
h T (n) 2 O(n) (bzw.T (n) 2 
 (n)).1.3.1 Beispiel: Matrix-Multiplikation na
h Strassen(Informatik II, �Ubung)Problem. Gegeben zwei (n � n)-Matrizen A;B. Bere
hne A � B mitm�ogli
hst wenig Operationen.Herk�ommli
h: C = A � B = (aij) � (bij) = (
ij) mit 
ij = Pnk=1 aik � bkj.Die Laufzeit ist insgesamt in O(n3).Ein Divide-and-Conquer Ansatz f�ur die Matrixmultiplikation ist:A � B = � a1 a2a3 a4 �� b1 b2b3 b4 � = � 
1 
2
3 
4 � = C;



1.3. DER AUFTEILUNGS-BESCHLEUNIGUNGSSATZ 9wobei die ai; bi; 
i (n=2� n=2)-Matrizen sind. Dann bere
hnet si
h C dur
h
1 = a1b1 + a2b3
2 = a1b2 + a2b4
3 = a3b1 + a4b3
4 = a3b2 + a4b4 9>>=>>; 8 Matrixmultiplikationenvon (n=2� n=2)-Matrizen und4 Additionen von (n=2� n=2)-MatrizenAddition zweier (n� n)-Matrizen ist in �(n2). Damit ergibt si
hT (n) = 8 � T (n=2) + 
 � n2; 
 > 0 Konstante;
 � n2 2 O(nlog2 8�") = O(n3�") mit 0 < " = 1=) T (n) 2 �(nlog2 8) = �(n3) (leider!)F�ur die Laufzeit ist o�ensi
htli
h die Anzahl der Multiplikationen "ver-antwortli
h\. Das hei�t: Wenn man die Anzahl der Multiplikationen der(n=2�n=2)-Matrizen auf weniger als 8 reduzieren k�onnte bei ordnungsm�a�igglei
her Anzahl von Additionen erh�alt man eine bessere Laufzeit.Es gibt einen Divide-and-Conquer Ansatz von Strassen, der nur 7 Mul-tiplikationen bei 18 Additionen verwendet. Als Laufzeit ergibt si
h dannT (n) = 7 � T (n=2) + 
 � n2=) T (n) 2 �(nlog2 7):S
hema:
1 = P5 + P4 � P2 + P6
2 = P1 + P2
3 = P3 + P4
4 = P5 + P1 � P3 � P7 9>>=>>; mit 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
P1 = a1 � (b2 � b4)P2 = (a1 + a2) � b4P3 = (a3 + a4) � b1P4 = a4 � (b3 � b1)P5 = (a1 + a4) � (b1 + b4)P6 = (a2 � a4) � (b2 + b4)P7 = (a1 � a3) � (b1 + b3)1.3.2 Beispiel: Das Auswahlproblem (Sele
tion)Gegeben. Eine Folge von n Elementen, auf denen es eine Ordnung �gibt, und i 2 f1; : : : ; ng.Problem. Gib das i-te (i-kleinste) Element aus.Wir nehmen an, da� alle Elemente vers
hieden sind. (Falls glei
he Ele-mente auftreten, m�u�te zwis
hen diesen eine k�unstli
he Ordnung festgelegtwerden.) Dann ist x das i-te Element genau dann, wenn x gr�o�er als ge-nau i � 1 Elemente der Folge ist. Ein einfa
her Sortier-Algorithmus ma
htfolgendes:



10 KAPITEL 1. DIVIDE-AND-CONQUER-VERFAHREN1. Sortiere die Elemente in aufsteigender Reihenfolge und gib das i-te dersortierten Folge aus.Mit Merge Sort beispielsweise ergibt si
h eine Laufzeit in �(n logn). EinVerfahren mit linearer worst-
ase-Laufzeit ist Sele
t(n; i):1. Teile die n Elemente in bn=5
 Gruppen mit jeweils 5 Elementen, undeiner weiteren Gruppe mit den restli
hen n mod 5 Elementen auf.2. Bestimme aus jeder der dn=5e Gruppen das mittlere Element, wobeiin der letzten Gruppe das gr�o�ere der beiden mittleren Elemente ge-nommen wird, falls diese gerade Kardinalit�at hat.3. Rufe Sele
t rekursiv auf, um das mittlere Element m der dn=5emittleren Elemente zu bestimmen, d.h. Sele
t(dn=5e,dn=10e). Wenndn=5e gerade ist, wird wiederum das gr�o�ere Element genommen.4. Teile die Folge aller Elemente in die Teilfolge A1 der Elemente � m,und die Teilfolge A2 der Elemente > m auf. Sei m das k-te Elementunter allen n Elementen.5. Rufe Sele
t rekursiv auf, um nun das i-te Element in der entspre
hen-den Teilfolge zu �nden. D. h. falls i � k ist, dann rufe Sele
t(A1; i)auf, und sonst Sele
t(A2; i� k).Laufzeitanalyse von Sele
t. Es gilt: Die Anzahl der Elemente > mist mindestens 3n=10� 6. Begr�undung: Mindestens die H�alfte der mittlerenElemente aus den dn=5e Gruppen (S
hritt 2) sind > m. Also steuert dieH�alfte der dn=5e Gruppen jeweils 3 Elemente zu A2 bei, au�er evtl. derletzten Gruppe und der Gruppe, die m enth�alt, d.h.jA2j � 3 � �12 � dn=5e � 2� � 310n� 6=) jA1j � 710n+ 6:Entspre
hend ist die Anzahl der Elemente kleiner alsm ebenfalls mindestens3 � (12 � dn=5e � 2), d.h.jA1j � 310n� 6 =) jA2j � 710n+ 6:Der rekursive Aufruf von Sele
t in 5. wird also auf h�o
hstens 710n + 6Elemente angewandt.� Die S
hritte 1., 2., 4. sind in O(n).� S
hritt 3. ben�otigt T (dn=5e) Zeit.� S
hritt 5. ben�otigt T ( 710n + 6) Zeit; dabei ist T (n) die Laufzeit vonSele
t(n; i) mit 1 � i � n.



1.3. DER AUFTEILUNGS-BESCHLEUNIGUNGSSATZ 11Zun�a
hst stellen wir fest, da� ab n > 20 gilt 710n+ 6 < n. Wir erhaltenalso als Abs
h�atzung f�ur die Laufzeit:T (n) � 8><>:
0 � n f�ur n � n0;n0 > 20 geeignet gew�ahltT (dn=5e) + T ( 710n+ 6) + 
1 � n f�ur n > n0:Wir beweisen T (n) 2 O(n) dur
h Substitution. Sei also T (n) � 
 � n f�ureine Konstante 
 > 0 und alle n � n0. F�ur n > n0 folgt dann per InduktionT (n) � 
 � dn=5e + 
 � � 710n+ 6�+ 
1 � n� 
 � n=5 + 
+ 
 � 710n+ 
 � 6 + 
1 � n= 9 � 
 � n10 + 7 � 
+ 
1 � n:Damit 9 � 
 � n10 +7 � 
+ 
1 �n � 
 �n ist, mu� 
 so gew�ahlt werden k�onnen, da�
1 � n � 
 � � n10 � 7�| {z }>0 n�otig . Dazu mu� n > 70 gelten. In der Abs
h�atzung solltenwir also n0 > 70 w�ahlen.
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