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Prolog

Die theoretischen Grundlagen der Informatik gelten gemeinhin als
Brot. Dies mag zum Teil daran liegen, dass die Notwendigkeit der formalen
Argumentation und der weitreichende Nutzen der daraus gewonnenen Er-
kenntnisse nicht unmittelbar ersichtlich wird. In dieser Veranstaltung werden
daher immer wieder Ausblicke auf Anwendungen der behandelten Konzepte
und Resultate eingestreut, um die immense praktische Relevanz zumindest
erahnbar zu machen. In jedem Fall werden die hier geleisteten Investitionen

sich in den vertiefenden Veranstaltungen des Studiums bezahlt machen.

Objekt
\
Prono mem/ zusammengesetztes
Hauptwort
/
Hauptwort Hauptwort
your IT competence

Satz

Subjekt

Artikel Hauptwort
this course

Priadikat
Hilfsverb Verb
will advance

hartes

Yoda
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Natiirliche Sprache

e ist komplex
e ist mehrdeutig
e setzt Kontextwissen voraus

e verandert sich laufend

und ist daher problematisch fiir die formale Behandlung bzw. maschinelle
Verarbeitung. In Informationssystemen werden formale Sprachen verwendet,
die so gewahlt werden, dass sie

e so einfach (zu handhaben) wie moglich aber

e so ausdrucksstark wie notig sind.

Beispiele: Maschinencode, JAVA-Quelltext, -Bytecode, XML.

0.1 Beispiel (SMS — short message service)
e FEingabe ist auch schon Kommunikation (ndmlich mit dem Gerét)

e Benutzte Zeichen: Druck auf Tasten (nicht: Ziffern, Buchstaben, etc.)

e Mobiltelefon ,erkennt“ zuléssige Folgen von Tastendriicken und verar-
beitet diese

FEingaben bestehen also aus Folgen von Tastendriicken, Ausgaben aus al-
phanumerischen Zeichen und weiteren Aktionen (Ldschen, Wéhlen, Senden,
etc.). Das Geriét befindet sich dabei immer in irgendeinem Zustand, von dem
die Wirkung einer Taste abhéngt, die das Gerdt wiederum in einen anderen
Zustand tiberfiihrt.

Die formale Sichtweise auf diesen Prozess ist hilfreich, z.B. um Spezifikation,
Implementation, Verifikation und Dokumentation effizient und verldsslich zu
gestalten.
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Beispiel (Meisterschaftsproblem)
Nach dem drittletzten Spieltag der Fussball-Bundesliga Saison 1964/65 sah
die Tabellenspitze wie folgt aus:

Werder Bremen 37 Punkte
1. FC Koéln 36 Punkte
Borussia Dortmund 35 Punkte
TSV 1860 Miinchen 33 Punkte

W N =

Alle anderen Mannschaften hatten weniger als 33 Punkte und damit kei-
ne Chance mehr auf die Meisterschaft, da nach der 2-Punkt-Regel gespielt
wurde.

Frage: Hatte der TSV 1860 Miinchen noch eine Chance auf die Meister-
schaft?

Nein. Das lag an den zu diesem Zeitpunkt noch zu spielenden Partien

vorletzter Spieltag: letzter Spieltag:

Werder Bremen - Borussia Dortmund 1. FC Niirnberg - Werder Bremen

1. FC Kéln - 1. FC Niirnberg Borussia Dortmund - 1. FC Kéln

TSV 1860 Miinchen - Hamburger SV Meidericher SV - TSV 1860 Miinchen

und kann auf verschiedene Weisen bewiesen werden (beachte, dass Miinchen
nur noch héchstens 37 Punkte erreichen konnte):

1. Bremen, Koln und Dortmund holen an den letzten beiden Spielta-
gen zusammen mindestens 4 Punkte, da in zwei Spielen keine anderen
Mannschaften beteiligt sind. Zum Schluss haben sie damit zusammen
mindestens 37 + 36 + 35 + 4 = 112 Punkte, also muss eine Mannschaft
mindestens [52] = 38 Punkte gehabt haben.

2. Nur wenn die Bremer beide Spiele verlieren, haben sie weniger als
38 Punkte. In diesem Fall hat aber Dortmund mit dem Sieg gegen
Bremen schon mal mindestens 37 Punkte und miisste gegen die Kolner
verlieren, die dann selbst 38 Punkte hétten.

Je nach Tabellensituation und noch ausstehenden Spielen kann die Antwort
erheblich schwerer fallen. Denn man kann zwar immer alle Moglichkeiten
durchgehen, da ein Spiel 3 mdgliche Ausgénge hat, sind das bei n noch aus-
stehenden Spielen mit Beteiligung der interessierenden Mannschaften aber
3" Félle.

36 =729
310 = 59049
316 = 43046 721
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Gibt es eine allgemeine Vorgehensweise, um immer zu kurzen Argumenta-
tionen wie im obigen Beispiel zu kommen? Anders gefragt: Ist das Meister-
schaftsproblem effizient l6sbar? Und welchen Einfluss haben die 3-Punkte-
Regel und die Methode, mit der vom Deutschen Fussball-Bund (DFB) der
Spielplan erstellt wird?

Der Vorlesungsstoff umfasst zwei wesentliche Bereiche:

1. Formale Sprachen und Automatentheorie

e grundlegende Formalismen fiir Aufgaben in der Informationsver-
arbeitung

e Beschreiben und Erkennen unterschiedlich komplexer ,,Sprachen*
2. Komplexitatstheorie

e grundsétzliche Fragen der Berechenbarkeit (,Gibt es ‘Probleme’,
die — unabhéngig von den zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln
wie Rechner, Speicherplatz, Geschwindigkeit, etc. — unldsbar sind?*)

e Klassifikation l1osbarer Probleme in unterschiedliche Schwierigkeits-
grade (,Ist ein ‘Problem’ grundsitzlich schwieriger als ein ande-
res?®)

— Wer wird Millionér?: 7 Probleme fiir das 3. Jahrtausend
http://www.claymath.org/prizeproblems/ (P - NP)


http://www.claymath.org/prizeproblems/
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Kapitel 1

Einfiihrung: Formale Sprachen

Formale Sprachen sind das grundlegende Konzept zur Reprisentation von
Informationen.

1.1 Definition
e Ein (endliches) Alphabet ¥ = {a,b,...} ist eine (endliche) Menge von Symbole:

. atomare
Symbolen (Zeichen). Informations-

einheiten

e Fine endliche Folge w = a;---a, von Symbolen a; € ¥ heilit Wort
(Zeichenkette) tiber 3. Die Zahl ihrer Folgenglieder heifit die Lange des
Wortes, in Zeichen: |w| = |ay---a,| = n. Die Zahl der Vorkommen
eines bestimmten Symbols a € ¥ wird mit |w|, bezeichnet. Das Wort
der Lédnge 0 wird mit € bezeichnet und heifit auch das leere Wort. Mit
¥* wird die Menge aller Worter iiber einem Alphabet 3 bezeichnet.

1.2 Beispiel
Sei ¥ = {0, 1}. Dann ist

»* =< & 0,1, 00,01,10,11, 000,...
~ N —.——
Liange 0 Lange 1 Léange 2

die Menge der Binédrworter.

1.3 Definition (Formale Sprachen)
FEine Teilmenge L C ¥* der Worter iiber einem Alphabet ¥ heifit (formale)
Sprache iiber .
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1.4 Beispiel
a) Die Menge aller Bytes (Bindrworter der Lénge 8).

b) YX={a,...,z46,14,84,...,Z 40 U}

L = {we¥X" : wist ein Wort der deutschen Sprache}

= {Aal, Aas, aasen,...}

c) ¥={0,...,9}

L = {weX": wist eine Primzahl}
— {2,3,57,11,13,...}

d) Sei 3 die Menge der Unicode-Zeichen. Dann ist die Menge der syntak-
tisch korrekten JAVA-Programme eine Sprache iiber X..

1.5 Bemerkung
Jede Sprache iiber Y. ist ein Element der Potenzmenge von >*.

1.6 Definition
Aus zwei Wortern wy,wy € X* erhédlt man durch Hintereinanderschreiben
ein neues Wort w = wyws. Die zugehdrige Abbildung - : ¥* x ¥* — ¥* heifit
Konkatenation (wobei - (w1, wg) = wq - wy = wywe = Ww).

Lésst sich ein Wort w € ¥* als w = u-v-x (fiir u,v,z € ¥*) schreiben, dann
heiBen

U Prafix

Teilwort oder Infix
T Postfix oder Suffix

von w.

1.7 Beispiel
Das Wort SMS € ASCII* hat

Prifixe P ={e, S, SM, SMS}
Suffixe S ={e, S, MS, SMS}
Teilworter P U S U {M}
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1.8 Bemerkung
FEine Sprache heifit préfixtrei, falls kein Wort der Sprache Préfix eines anderen vgl. z.B.
Wortes der Sprache ist. Prifixfreiheit ist eine wichtige Eigenschaft fiir die E'gglma”'
Decodierung, d.h. die Riickiibersetzung codierter Information. (Z.B. sind alle

Sprachen prifixfrei, deren Worter die selbe Lénge haben.)

Aus gegebenen Sprachen L, Li, Ly C ¥* lassen sich weitere Sprachen wie
folgt zusammensetzen:

Ly Ly :={w;-wy : wy € Ly, wy € Ly} (Produktsprache)
L = {¢} (O-faches Produkt)
LF=L-LF'={w -...-w, : w; € L} (k-faches Produkt, k € IN) No—{1,2,3..}
No := {0} UN

L* = U L (Kleene’scher Abschluss)
k€elNg

Lt .= U L (Positiver Abschluss)
keN

L:=Y"\1L (Komplementsprache)

Ll/LQ = {UJGE* . U)ZGLl fir eianLQ}
(Quotientensprache, ,, L; modulo Ly“)

1.9 Bemerkung
Die schon eingefiihrte Menge >* aller Worter iiber dem Alphabet ¥ ist der
Kleene’sche Abschluss von 3.

1.10 Beispiel
Seien Ly = {0, 10} und Ly = {e, 0} iiber ¥ = {0, 1} definiert. Dann sind

Ly-L, = {0,10,00,100}
L = e, 0,10, 00,100,010, 1010, ...
~ —— ~ -
Ly Lf L

Ll/LQ = {5, 1, O, 10}



Kapitel 2

Reguliare Sprachen

2.1 Regulidre Ausdriicke

Fiir die symbolische Verarbeitung von Informationen mit Hilfe von Rech-
nern ist es zweckméflig, wenn formale Sprachen selbst durch Zeichenketten
repriasentiert werden konnen.

2.1 Definition
e Die Menge der regulidren Ausdriicke tiber einem Alphabet ¥ ist induktiv
definiert:

— 0, € sind regulire Ausdriicke
— a ist ein reguliarer Ausdruck, falls a € 3

— sind «, 3 regulidre Ausdriicke, dann auch o + 3, a - 3, at und o*

e Die durch einen reguldren Ausdruck beschriebene Sprache ist definiert

durch:
Lia+83) = L(a)UL(B)
ig - ?8} L(a-B) = L(a)-L(B)
_ e L) = La)*
L(a) = {a} fira€X L(a*) = L(a)'

e FEine Sprache heifit reguldr genau dann, wenn sie durch einen reguliren
Ausdruck beschrieben werden kann.

Klammern
zur besseren
Lesbarkeit
erlaubt
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2.2 Bemerkung
Der Einfachheit halber schreiben wir haufig nur « statt L(«) und entspre-
chend w € «a statt w € L(w).

2.3 Beispiel
a) Die Sprache L C {0, 1}" aller Bindrwérter, die als vorletztes Zeichen
eine 0 haben, wird durch den reguldren Ausdruck (0+1)*0(0+1) be-
schrieben.

b) (0+1)*10(0+1)* beschreibt alle Binarwdrter, die das Teilwort 10 ent-
halten. Die Komplementédrmenge dazu beschreibt 0*1*, denn

i) w € 0°1* = 10 nicht Teilwort von w
ii) enthélt w nicht das Teilwort 10, dann folgt nach der ersten 1 in

w keine 0 mehr = w € 0*1*

c) (0+1)*101(0+1)* beschreibt alle Bindrwdrter, die das Teilwort 101
enthalten. Gibt es auch hier einen regulidren Ausdruck, der die Kom-
plementsprache L = (0+1)*101(0+1)* beschreibt?

Betrachte ein w € L, das eine beliebige Anzahl k von Teilwértern 10
habe. Ist k > 0, lasst sich w schreiben als

k
w=w;-10-wy-10-... w10 Wy, = (H(wi~10)> W1
i=1

wobei die w; nicht 10 enthalten. Da 101 in w nicht vorkommt, beginnen

alle w;,» = 2, ..., k, mit einer 0. Lediglich w, kann mit einer 1 beginnen
und wy und wyyq kénnen auch leer sein. Also gilt

k—1
w = (H(vi : 100)) U 10w,

i=1
mit v; € 0°1*, 1 = 1,...,k, und wyy; € € + 0(0"1*). Falls w genau siehe b)
k > 0 Vorkommen von 10 enthélt, folgt daher

k-1

w e (H o*1*1oo> 01*10(e + 00" 1*)

i=1

und bei genau k = 0 Vorkommen ist wieder mit b)
we o0 1.

Insgesamt erhalten wir L = 0*1* + (0*1*100)*0*1*10(e + 00*1*).
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Beispiel (Perl regular expressions)

Varianten reguldrer Ausdriicke sind als sogenannte wildcards aus Komman-
dozeilenumgebungen und Texteditoren (Suchen & Ersetzen) bekannt. Perl
ist eine Skriptsprache, die eine sehr komfortable Spezifikation von regulédren
Ausdriicken unterstiitzt.

Sei Y. = ASCII, dann steht jedes alphanumerische Zeichen fiir sich selbst (wie
oben). Ausnahmen sind die Zeichen

+ 07, % 7,8, G, L 4N T

die zur Kombination der Ausdriicke benotigt werden. IThre Sonderbedeutung
kann durch ein vorangestelltes \ umgangen werden. + und * stehen fiir den
positiven bzw. Kleene’schen Abschluss, | steht fiir Alternativen (oben: +)
und das Produkt (oben: -) ist implizit.

Dariiber hinaus sind zahlreiche Abkiirzungen definiert, so steht . z.B. fiir ein
beliebiges Zeichen, \s fiir einen Leerraum (whitespace) und (. ..)? ist kurz
fiir die Alternative ,leeres Wort oder der Ausdruck in der Klammer®.

Die Sprache der Binédrworter ohne Teilwort 101 ist daher beschrieben durch
die Perl regular expression

(0*1% | (0*1%100)*0%1%10(00%1%)7?) .

Die durch reguldre Ausdriicke beschriebenen regulidren Sprachen sind damit
alle Sprachen, die aus den Sprachen

pund {a},a € X (Verankerung)
durch endlich viele Operationen der Form

L1 . L2 (PI‘OdU_kt)
LU Ly (Vereinigung) (Induktion)
oder L* (Kleene’scher Abschluss)

hervorgehen.

UNIX:

man perlre

{e} = 0*
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Es dréngen sich einige Fragen auf:

e Sind alle Sprachen regulér?

e Sind die reguldren Sprachen abgeschlossen unter Komplementbildung,
Durchschnitt, Quotientenbildung?

e Kann man (effizient) entscheiden, ob ein gegebenes Wort in einer gege- Suchen & Ersetzen
benen (reguldren) Sprache enthalten ist (, Wortproblem*“)? Wie? mit reg. Ausdr.

2.5 Satz
Jede endliche Sprache ist regulér.

B Beweis: Selbst. 0 Ubung

2.2 Endliche Automaten

Wir betrachten ein sehr einfaches Maschinenmodell, von dem sich zeigen
wird, dass es ausreicht, um das Wortproblem fiir regulire Sprachen (effizient)
zu 16sen.

2.6 Definition
FEin deterministischer endlicher Automat (DEA) A = (Q, %, 0, s, F') besteht
aus:

e ciner endlichen Menge () von Zustianden

e einem Alphabet ¥ (auch: Eingabesymbole)

e ciner Ubergangsfunktion 6 : Q x ¥ — @ (auch: Transitionsfunktion)

e cinem Startzustand s € ()

e ciner Menge von Endzustidnden F' C )

2.7 Bemerkung
A heisst:

e endlich, weil () endlich ist endl. Speicher

e deterministisch, weil § eine Funktion ist (somit ist jeder Ubergang ein-
deutig festgelegt)
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2.8 Beispiel (Flip-Flop)

r ST, ST
,2Implementation“ Opezifikation“

2.9 Bemerkung
Zur einfacheren Beschreibung wird die Ubergangsfunktion § héufig nur fiir
interessierende Konfigurationen (q,a) € ) X ¥ angegeben.

In solchen Féllen wird A implizit durch einen neuen Zustand ¢ € () (den Feh-
lerzustand) vervollstdndigt. Ist §(q, a) nicht angegeben, so werden 0(q,a) = q
und generell §(q,a) = q fiir alle a € 3 vereinbart. Der Fehlerzustand q ist
dann natiirlich kein Endzustand.

Die Ubergangsfunktion lisst sich auf Q x ¥* erweitern, indem wir

0(g,e) = ¢
und (¢, aw) = §(6(q,a),w) fir w e X"

vereinbaren.

2.10 Definition
Ein DEA A = (Q,%,0,s, F) akzeptiert (erkennt) ein Wort w € ¥*, falls
d(s,w) € F. Die von A erkannte Sprache ist die Menge L(A) := {w € ¥* : §(s,w) € F}
der akzeptierten Worter.

2.11 Bemerkung
Zwei mogliche Sichtweisen:

e Erkennen/Testen von Eingaben

e Generieren von Wortern einer Sprache (benétigt keinen Fehlerzustand)
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Wir wollen nun den Zusammenhang mit den regulérem Sprachen herstellen.
Der folgende Satz besagt, dass deterministische endliche Automaten ausrei-
chend méchtig sind, um das Wortproblem fiir regulédre Sprachen effizient zu
entscheiden.

Satz
Zu jeder regulédren Sprache L gibt es einen deterministischen endlichen Au-
tomaten A mit L = L(A).

B Beweis: Sei a ein regulédrer Ausdruck, der L beschreibt. Wir fithren den
Beweis induktiv iiber die Anzahl n der Vorkommen von +, - und * in «.

n = 0: (Induktionsanfang)
a ist entweder @, e, oder a fiir ein a € 3. Daher wird L durch einen
der folgenden DEAn akzeptiert:

L=a: s aZ@E

2\ {a}

n > 0: (Induktionsschluss)

a ist von der Form oy + asg, o - ap oder a1* und wir nehmen an, dass
es Automaten A; = (Q1,%,01, 81, F1) und Ay = (Qa, 3, da, S2, Fp) mit
L(A,) = a; und L(Az) = ay gibt (Induktionsannahme).

Ein DEA A zur Erkennung von L briuchte sich also nur wie A; zu
verhalten, falls w € «; und wie A,, falls w € ay. Sei daher A =
({s} UQ1UQ1, %, 0, s, F1UF,), wobei die Zustéinde so umbenannt seien,
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dass Q1 N Qy = () und

©
Z@ F1 Al
iy ©
() F2 A

01(q,a) falls g € Q ?
0(q,a) = 02(q,a) falls ¢ € @y (s)
777 falls ¢ = s ?

An dieser Stelle stockt die Beweisfithrung, denn wir miissten schon im Start-
zustand , wissen“, welcher Teilautomat das Wort erkennt, und diirfen beim
Ubergang in dessen Startzustand auch kein Zeichen der Eingabe verbrauchen.

Wir fithren daher zunéchst ein handlicheres Maschinenmodell ein, mit dem
wir den Beweis dann spéter forfiithren kénnen. . . ([l

2.13 Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) A = (Q X, 4, s, F) be-

steht aus

einer endlichen Zustandsmenge ()

einem Alphabet X

einer Ubergangsfunktion 6 : Q x (X U {e}) — 29
einem Startzustand s

einer Endzustandsmenge F' C ()

2.14 Bemerkung
Ein NEA unterscheidet sich von einem DEA also durch die Ubergangsfunkti-
on, die es erlaubt, ,spontane® e-Uberginge (ohne Verbrauch eines Eingabe-
symbols) festzulegen, und auflerdem die Wahl zwischen mehreren zuléssigen
Folgezustianden offen lasst.

Auch fiir NEAn nehmen wir eine implizite Vervollstindigung an (wobei wir
statt eines Fehlerzustands d(q,a) = () bzw. §(q, ) = ¢ fiir nicht angegebene

Und jetzt?

Potenzmenge
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Konfigurationen (¢, a), (¢,€) € @ x (X U {e}) vereinbaren) und erweitern §
auf @ x 3%, allerdings ist dabei der Nichtdeterminismus des Folgezustandes
zu beriicksichtigen:

d(q, aw) = U 6(¢,w)  firallege Q,aeXuU{e}.

q'€6(g,a)

2.15 Definition
Ein NEA A = (Q,%,6,s, F) erkennt (akzeptiert) ein Wort w € X*, falls
d(s,w) N F # (. Die von A erkannte (akzeptierte) Sprache ist

L(A) :={weX : 0(s,w)NF #0}

Nichtdeterministische endliche Automaten konnen genau das, was uns im
obigen Beweis gefehlt hat. Damit erhalten wir zumindest schon mal den fol-
genden Satz.

2.16 Satz
Zu jeder reguldren Sprache L gibt es einen nichtdeterministischen endlichen
Automaten A mit L(A) = L.

B Beweis: Wir setzen den Beweis an wie in Satz 2.12. Da es zu jedem DEA
einen entsprechenden NEA gibt, konnen wir gleich mit dem Induktionsschluss

weitermachen. Seien also « ein regulédrer Ausdruck fiir L von der Form a;+as,
ajg - ap oder af, und A; = (Q;, X, 95, 84, F;) NEAn mit L(A;) = «a;, i =1,2.

1. Fall: o = a1 + as
Wir konstruieren A = (Q,3,4d,s,F) mit Q = QUQ2U {s} (evtl.

Umbenennung der Zusténde), F' = F; U F, und
©
i) |A
L@ L) |4

01(q,a) falls g € Q4 €
fall &}é
5(g. ) = d2(q,a) falls g € Q2 @
SN ©
@ F2 A

{s1,82} fallsq=s,a=¢
0 falls g = s,a # ¢
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2. Fall: o =g - ay
Wir konstruieren A = (Q, X, §, s1, F») durch Q = Q; U Qs (evtl. umbe-
nennen) und

d1(q, a) falls g € Q1 \ F1 oder g € Qy,a # ¢
d(q,a) = < d2(q, a) falls ¢ € Q2
d1(q,a) U{sy} fallsge€ Fyunda=¢

3

= ®
\/\>@ Fl——:/%@ Fz
.A1 < -/42

3. Fall: a=aj
Wir konstruieren A = (Q, 3,9, s, F) durch @ = Q, U {s, f} (evtl. um-
benennen), F' = {f} und

((51(q,a) falls g € Q1 \ F1 oder ¢ € Qq,a # ¢
01(q,a) U{f} fallsqe€ Fi,a=¢
3(q,a) =< {s1, f} falls ¢ = s,a =¢
{s1} falls g = f,a=¢
\(7) sonst
5

D@ (0

In allen drei Fillen gilt L(A) = a. O
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Fragen
1. Sind nichtdeterministische endliche Automaten méchtiger als determi-
nistische?

2. Erkennen (nicht)deterministische endliche Automaten mehr als nur re-
gulére Sprachen?

Wir zeigen zunéchst, dass NEAn nicht méchtiger sind als DEAn, und dann,
dass jede von einem DEA akzeptierte Sprache regulér ist.

Definition
Zwei endliche Automaten heissen dquivalent, falls sie dieselbe Sprache ak-
zeptieren.

Wir werden benutzen, dass e-Ubergénge zwar bequem sind, man aber auch
ohne sie auskommt.

Definition
Fiir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten A = (Q,3,0,s, F')
und einen Zustand q € () heisst die Menge

E(q) ={q € Q : ¢ ist von q durch e-Ubergéinge erreichbar}
der e-Abschluss (die e-Hiille) von q.

Bemerkung
Es gilt E(q) C Q (also auch E(q) € 29) und q € E(q). Die e-Hiille einer
Zustandsmenge P C Q wird mit E(P) = cp E(q) bezeichnet.

Satz
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten existiert ein dquiva-
lenter deterministischer endlicher Automat.

B Beweis: (Potenzmengenkonstruktion)

Sei A = (Q,%, 9, s, F) ein beliebiger NEA. Wir konstruieren einen DEA A=
(@, X, g, S, F ) mit wesentlich mehr Zustanden, um die Wahlméglichkeiten des
NEA zu simulieren. Dazu definieren wir
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Q=29 dhfirdeQist§CqQ.
(Idee: der NEA ist in einem der Zusténde aus q)

s := FE(s) (Idee: ohne ein Zeichen der Eingabe zu lesen
kann der NEA bereits in jeden Zustand des e-
Abschlusses von s iibergehen)

F = {ae@ : ’qvﬂF%(Z)}
(Idee: der NEA kann sich in einem Endzustand
befinden)

Wir miissen nun noch & so definieren, dass e-Ubergiinge und Nichtdeterminis-
mus korrekt simuliert werden. Da A ein DEA ist, hat die Ubergangsfunktion
die Signatur 6 : Q x ¥ — @, d.h. § : 29 x ¥ — 29,

Ist A in einem Zustand g € @ und ist das néchste Eingabesymbol a € ¥, dann
kann A zunéchst in irgendeinen Zustand aus F(q) iibergehen, dann (nichtde-
terministisch) in irgendeinen durch Lesen von a erreichbaren Zustand wech-
seln und schliellich wieder in irgendeinen Zustand aus dessen e-Abschluss
iibergehen. Wir definieren deshalb

@)= E( U 5(q’,a)) firalle g€ Q, a € X
)

q€q 7' €E(q

und erweitern wie iiblich auf @ X X — CNQ

SchlieBlich zeigen wir durch Induktion iiber |w|, dass (s,w) = d(s,w) fiir
alle w € ¥*, woraus dann

we L(A) — §Fw)eF < §(s,u)NF#0 < we L(A)

und damit L(A) = L(A) folgt.

|lw| = 0: (Induktionsanfang)

Es muss dann w = ¢ sein und damit (s, w) =5 = E(s) = d(s, w).

|w| > 0: (Induktionsschluss)
Sei w = va mit a € X, v € ¥*. Wir konnen annehmen, dass §(s,v") =
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d(s,v") fir alle v € ¥* mit |v'| < |w| (Induktionsannahme).

8(5w) = g(E@,v),a)
= 0(0(s,v),q)

= U E U 8(q,a) | =d(s,w).

HSJERY) 7€E(q)

2.22 Bemerkung
e Mit dem obigen Satz haben wir insbesondere den abgebrochenen Beweis
von Satz 2.12 vervollstéandigt.

e Die Frage, ob ein NEA ein Wort akzeptiert, kann durch Ausprobieren
aller méglichen Ubergéinge beantwortet werden. Die Potenzmengenkon-
struktion ist ein Beispiel fiir den Platz-Zeit-Spagat, da die Alternativen
in den Zustédnden représentiert sind — eine verringerte Rechenzeit also
durch erhéhten Platzbedarf erkauft wird.

e Zu einem NEA mit n = |Q| Zustéinden liefert die Potenzmengenkon-
struktion einen DEA mit 2" Zustédnden.

2.23 Frage
Lésst sich die Anzahl der Zustande eines deterministischen endlichen Auto-
maten verringern? Wie?

2.24 Definition
Ein Zustand q eines endlichen Automaten heifit tiberfliissig, wenn es kein
Wort w € ¥* mit §(s, w) = q gibt, d.h. ¢ vom Startzustand aus nicht erreich-
bar ist.
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Beispiel

.DQ L L(A) = L(01°0 + 10°1)1*)
0

iiberfliissig: q3, q4, qs

Satz
Die Menge der nicht-tiberfliissigen Zustiande eines deterministischen endli-
chen Automaten kann in O(|Q| - |X|) Zeit bestimmt werden.

B Beweis: Ein endlicher Automat definiert einen gerichteten Graphen,
in dem die Knoten den Zustédnden entsprechen und die Kanten den Zu-
standsiibergéingen geméf ¢. Eine beim Startzustand beginnende Tiefensuche
liefert die erreichbaren Zusténde, alle so nicht erreichten sind tiberfliissig. Die
Laufzeit ist daher durch die Anzahl Kanten des Graphen beschrénkt. U

Beispiel (Gitterautomat)
Sei L = {w € {0,1}" : |w|o = |w|; =0 mod 2} die Sprache aller Binérwdrter,
in denen jeweils eine gerade Anzahl von Nullen und Einsen vorkommt. Der

Automat A = ({0,...,3}*,{0,1},4,(0,0), F) mit

§((i,5),0) = (i,j+1 mod 4)
5((4,7),1) = (i+1 mod4,j)

und

F={(,j) €@ :i=j=0 mod 2}
akzeptiert L, denn 6 ((0,0),w) = (Jw|p mod 4, |w|; mod 4).
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1 1 1 1
ChiCOCr®
0

Obwohl A keine iiberfliissigen Zustédnde hat, gibt es einen Automaten BB mit
weniger Zustéinden und L = L(A) = L(B):

eQ
%
QeQ
2.28 Definition

Zwei Zustédnde p, q eines deterministischen endlichen Automaten heiflen dqui-
valent, p = q, falls

dp,w) € F < 6(q,w) € F
tiir alle Worter w € ¥* gilt.

2.29 Bemerkung
e = ist eine Aquivalenzrelation.

e Die Restklasse der zu q € @ dquivalenten Zustédnde wird mit [q] be-
zeichnet.
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Da dquivalente Zustédnde dasselbe ,Akzeptanzverhalten“ haben, brauchen
wir sie nicht zu unterscheiden.

Definition

Sei A = (Q,%,0,s,F) ein deterministischer endlicher Automat. Der Aqui-
valenzklassenautomat A= = (Q=,%,0=,s~, F~) zu A ist definiert durch:

Q= = {ld : ¢€Q}

0=([q],a) = [0(g,a)]
s = [s]
F= = {la) : g€ F}
Satz

Der Aquivalenzklassenautomat A= zu einem deterministischen endlichen Au-
tomaten A ist ein deterministischer endlicher Automat.

B Beweis: Wir brauchen nur zu zeigen, dass F'= und 6= wohldefiniert
sind.

a) Ein Endzustand kann nur zu einem Endzustand dquivalent sein:
Aus p = q folgt d0(p,e) € F <= 4(q,e) € F. Weil aber §(f,¢) €
F < [ € F gilt entweder p,q € F oder p,q & F, F= ist also
wohldefiniert.

b) ¢ iiberfiihrt dquivalente Zusténde (beim Lesen desselben Symbols) in
dquivalente Zusténde:
Fir p = q ist d(p,w) € F < d(q,w) € F fir alle w € ¥*. Also
gilt insbesondere d(p,aw) € F <= d(q,aw) € F fiir alle a € X
und w € ¥*. Das bedeutet aber, dass d(p,a) = (g, a) und damit 6=
wohldefiniert ist.

O

Satz
Fiir einen deterministischen endlichen Automaten A gilt L(A=) = L(A), d.h.
der Aquivalenzklassenautomat erkennt dieselbe Sprache.

B Beweis: Seien w € X* und s = qo, q1, - .., ¢, die von A bei der Abar-
beitung von w durchlaufenen Zusténde (n = |wl|). Bei Abarbeitung von w
durchlauft A= die Zustinde s= = [qo], [¢1],-- -, [qn]- Es gilt w € L(A) <=
¢, € Fund w € L(A%) <= [g,] € F=. Nach Definition von A= ist aber
Gn € F <= [q,] € F~. M
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2.33 Frage

Wie kann A= zu A konstruiert werden? Interessant, da i.a.
weniger Zustande

Fiir die Aquivalenz p = ¢ zweier Zustinde ist zu zeigen, dass

dp,w) € F < 0(qow) € F  firallew e X" .

Es ist daher einfacher, umgekehrt vorzugehen.

2.34 Definition
Sei A = (Q,X%,0,s, F) ein deterministischer endlicher Automat. Ein Wort

w € ¥ heift Zeuge fiir die Nicht-Aquivalenz zweier Zusténde p,q € Q, falls

d(p,w) € F, 6(q,w) ¢ F oder
d(p,w) & F, 0(q,w) € F .

Das Wort w heifit kiirzester Zeuge fiir p # q, falls
dp,w') e F < 0(q,w') € F  fiir allew’ € ¥* mit |v'| < |w| .

2.35 Lemma
Gibt es keinen kiirzesten Zeugen der Lédnge n, dann gibt es auch keinen
kiirzesten Zeugen einer Lidnge m > n.

B Beweis: Angenommen, es gibt keinen kiirzesten Zeugen der Lénge n,
aber einen der Lénge m > n. Sei w = av, |w| = m ein solcher kiirzester Zeuge
fiir p # ¢. Dann ist v kiirzester Zeuge fiir §(p,a) # 0(q,a) mit |v| = m — 1,
denn gibe es einen kiirzeren Zeugen v’ fiir 0(p,a) # 6(q,a), dann wire av’
auch ein kiirzerer Zeuge fiir p # q als av = w.

Wendet man diesen Ansatz induktiv auf v an, erhélt man im Widerspruch
zur Annahme einen kiirzesten Zeugen der Lange n. ([l

Wir brauchen also nur die Worter aus »* sortiert nach nicht-absteigender
Léange auf ihre Eignung als Zeuge zu testen. Sobald es fiir eine kleinste Linge
kein Wort gibt, dass Zeuge fiir die Nichtédquivalenz irgendeines Zustandspaa-
res ist, haben wir alle benotigten Zeugen gefunden.

2.36 Beispiel (Fortsetzung von 2.27)
e ¢ ist (kiirzester) Zeuge fiir p # q mit
p € {00,02,20,22} = F und
g € {01,03,10,11,12, 13,21, 23,30,31,32,33} = Q \ F
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e 0 ist (kiirzester) Zeuge fiir p # q mit
p € {01,03,21,23} und ¢ € {10, 11,12, 13,30, 31, 32, 33}

o 1 ist (kiirzester) Zeuge fiir p # q mit
p € {10,12,30,32} und ¢ € {11,13,31,33}

e (00,01,10, 11 sind keine kiirzesten Zeugen

~ die Aquivalenzklassen der Zustinde sind [00], [01], [10], [11], der kleinere
Automat B aus Beispiel 2.27 war also der zu A gehdrige Aquivalenzklassen-
automat.

2.37 Frage
Ist A= immer der dquivalente DEA mit minimaler Zustandsanzahl?

2.38 Definition
FEine Aquivalenzrelation == iiber ¥* (also = C X* x 3*) heifit rechtsinvariant,
falls fiir alle w,w' € ¥* mit w ~ w' gilt wv ~ w'v fiir alle v € ¥*.

Die Anzahl ind(=) der Restklassen von ~ heifit Index von .

2.39 Definition
Die Nerode-Relation =, einer Sprache L C * ist definiert durch

(wrpw') < (firalleve X istwv € L < wveL)

2.40 Bemerkung
Die Nerode-Relation =, ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation und rechts-
invariant:

werpw = (wv € L <= w'v e L fiir allev € X¥)
= (wvr € L <= w'vx € L fiir alle v,x € ¥¥)

— wv ~p W fiir allev € ¥*.

2.41 Satz (Satz von Nerode)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) L C ¥* wird von einem endlichen Automaten erkannt

(2) L C ©* ist die Vereinigung einiger Aquivalenzklassen einer rechtsinva-
rianten Aquivalenzrelation mit endlichem Index
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(3) Die Nerode-Relation ~j, zu L C ¥* hat endlichen Index

H Beweis:

(1) = (2): Sei A =(Q,%,9,s, F) der L akzeptierende endliche Automat,
und sei &~ 4 definiert durch

wrgw = 0(s,w) =0(s,w)

fir alle w,w’ € ¥*. Dann ist ~4 eine rechtsinvariante Aquivalenzre-
lation mit endlichem Index (da ind(~4) gerade die Anzahl der nicht
iiberfliissigen Zusténde von A ist).

L ist die Vereinigung derjenigen Aquivalenzklassen von ~ 4, die zu End-
zustdnden gehoren.

(2) = (3): Sei ~ die rechtsinvariante Aquivalenzrelation zu L mit end-
lichem Index. Wir zeigen w ~ w' = w =~ w' (d.h. die Nerode-
Relation =2, ist eine Vergroberung von =), woraus ind(~y) < ind(=)
folgt.

Sei also w ~ w'. Da & rechtsinvariant ist, gilt wv ~ w'v fiir alle v € 3*.
Nach Voraussetzung ist jede Aquivalenzklasse von ~ ganz oder gar
nicht in L, so dass wv,w'v € L oder wv,w'v € L und damit w ~ w'.

(3) = (1): Wir konstruieren zu &, einen deterministischen endlichen Au-
tomat, der L akzeptiert. Sei dazu A = (Q, %, 0, s, F') mit

o () :={[w]y, : we X}
(Menge der Restklassen beziiglich ~, wegen des endlichen Inde-
xes ist auch @ endlich.)

o 5:=[e]x

o F:={[w]y, :welL}
o ¥([w]s,,a) = [wals,

(0 ist wohldefiniert, da [w]~, = [W']~, = w &L @' und wegen
Rechtsinvarianz auch wa ~j, w'a, so dass [wal~, = [w'alx, )

Nach Konstruktion ist d(s,w) = ([¢]x,,w) = [cw]s, = [W]
F < welL.

S

~L

O



2.42

2.43

2.44

Theoretische Informatik (SS 2006) 22

Korollar
Der (wie im letzten Beweisschritt konstruierte) Automat der Nerode-Relation
einer Sprache L C Y¥* ist zustandsminimal.

B Beweis: Sei A der Nerode-Automat zu L und A" = (@', 3,0', s, F') ein
anderer deterministischer endlicher Automat mit L(A’) = L.

Aus (1) = (2) folgt, dass es eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation ~ 4
mit ind(~4) < |Q’| gibt. Wegen (2) = (3) ist ind(~p) < ind(~4). Und
mit (3) = (1) folgt |Q| = ind(~y) < ind(~4) < |Q']. O
Satz

Ist A ein deterministischer endlicher Automat ohne iiberfliissige Zusténde,
dann ist der Aquivalenzklassenautomat A= zustandsminimal.

B Beweis: Offensichtlich hat A= keine iiberfliissigen Zustéinde. Wegen
Korollar 2.42 geniigt es zu zeigen, dass |Q=| = ind(~y) fir L = L(A) =
L(A5).

Fiir alle w,w" € 3* gilt aber

wrpw = (wv € L < wv e L fiir alle v € %)
= (§(s,wv) € F <= §(s,w'v) € F fiir alle v € ¥¥)
— <5(5(s,w),v) €F > §(6(s,w'),v) € F fiiralle v € E*)
= (s,w) = (s, w’)
sodass |Q=| < ind(=p). O

Satz
Die von einem endlichen Automaten A erkannte Sprache ist regular.

B Beweis: O.B.dA.sei A = (Q,%,0,s,F) mit Q@ = {q1,...,¢,} und
s = ¢q; deterministisch. Fiir ,5 € {1,...,n} und k € {0,...,n} sei

ko dwes d(qi,w) = ¢; und keiner der Zusténde gy+1, .- ., gn
v " wird zwischendurch benutzt

Dann ist L = L(A) = |J LY, und L ist reguldr, wenn alle L7; regulér sind.
geF

Wir zeigen per Induktion iiber £, dass alle ij regulér sind:
k=0: LF CXU{e} und damit regulir.
(k=1)—k: LE=LETOLi" - (L) - Lyt
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O
Beispiel
%A/m
01 Welche Sprache akzeptiert dieser Automat? q .
ynamische
Program-
L(l]l = ng ={e}=¢, L(1)2 = Lgl ={0,1} =0+1 rieTing
Lh = L[l)l U L(lJl (L?l)* =
Ly, = L3, ULy - (LY)" - L?2 =e+(0+1D) - (0+1) =+ (0+1)0+1)
L, = L% ULl - (LY)" - LY, =(041)+e-e"- (0+1)_0+1
L%12L81UL81 (Ltl)l)* L(1)1 =0+1)+(0+1)-c"-e=0+1

L=1L} =L UL}y (Ly) "Ly =e+(0+1) (e+(0+1)(0+1)) - (0+1)
= ((0+1)(0+1))"

Korollar (Satz von Kleene)
FEine Sprache ist reguldr genau dann, wenn sie von einem endlichen Automa-
ten akzeptiert wird.

Wir haben regulire Sprachen damit beschrieben iiber:

e Mengen fiir formale Behandlung
e regulidre Ausdriicke fiir symbolische Behandlung
e Automaten

— nichtdeterministische fiir Spezifikation

— deterministische fiir Implementation.

Es bleibt die Frage, ob es nicht-regulire Sprachen gibt.



Theoretische Informatik (SS 2006) 24

2.47 Beispiel
Sei L C {(,)}" die Sprache der korrekten Klammerausdriicke, also z.B.
(O0), (OOCO)) e L und ((O), (OV))O(&L.

Ein Klammerausdruck w € {(,)}" ist genau dann korrekt, wenn |w| = |w|y UBUNG
und |v|¢ > |vly fiir jedes Préfix v von w.

Ein L erkennender Automat miisste sich also ,merken“ koénnen, wieviele (
und ) er bereits abgearbeitet hat. Da diese Anzahl beliebig grofl sein kann,
miisste der Automat iiber unendlich viele Zustidnde verfiigen. L ist also eine
Sprache, die nicht regulér ist.

2.48 Satz (Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen)
Sei L eine regulédre Sprache. Dann existiert eine Zahln € IN, sodass sich jedes
Wort w € L mit |w| > n darstellen ldsst als

w = uovx mit juv| < n,v #e

und
w'z € L fiir alle i € Ny .

B Beweis: Zu L gibt es einen det. endl. Automaten A = (Q, 3,0, s, F)
mit L = L(A). Wir setzen n := |Q|+1 und betrachten ein w € L mit |w| > n,
etwaw=a;...a, mta €X,2=1,...,m >n.

Bei der Abarbeitung von w durchlaufe A die Zustdnde s = qo,q1,- .-, Gm,
d.h. 0(s,ay...a;) = ¢;,i = 0,...,m und g, € F. Wegen m > n sind die
durchlaufenen Zusténde nicht alle verschieden. Also gibt es 7,7 mit¢ < j <n
und ¢; = gj.

\/KA a a

Fiir die Zerlegung

w=a...a; (a; R 0 ) IO Lo
1 7 (z—l—l g) 7+1 "ﬁ

J

u v xr

gilt daher |uv| <n (daj <n),v#¢e (dai> j) und uwv'z € L fiir alle 1 € N,
(da der Zykel ¢, ..., q; beliebig oft durchlaufen werden kann). O
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2.49 Bemerkung
Die Bedingung im Pumping-Lemma ist notwendig, aber nicht hinreichend
tiir die Regularitét einer Sprache.

2.50 Beispiele

1.

Sei L = 0*1* wieder die Sprache der Bindrwoérter ohne das Teilwort 10.
Betrachte n = 1 und w = uwvx € L mit u = . Dann ist v der erste
Buchstabe von w und damit w'z = v’z € L fiir alle i € IN,

Sei L = {0*1% : k >0} C {0,1}". Diese Sprache ist nicht reguléir, denn
fiir ein beliebiges n > 0 sei w = 0™1". Dann ist |w| > n und fiir jede
Darstellung w = uvz mit |uv| < n und v # ¢ ist v = 0 fiir ein k > 1.
Daraus folgt aber, dass un’x = 0" %1 & L.

Um zu zeigen, dass die korrekten Klammerausdriicke keine regulére
Sprache bilden, wéhle entsprechend w = (")".

Sei ¥ = {0} und L = {ok2 k> 0} C ¥* die Sprache aller Worter
iiber ¥ mit quadratischer Lédnge. Auch L ist nicht reguldr, denn fiir
ein beliebiges n > 1 wéhle w = 0", also |w| > n (fir n = 1 und
w = w1’ = 0% ist die Argumentation analog).

Fiir jede Zerlegung w = wvx mit |uv| < n und v # ¢ gilt 1 < |v| < n.
Wegen n? < n? + |v] < n?+n <n®+2n+1 = (n+1)? ist dann
we = 0"t & L,

Sei ¥ = {0,1} und
L:{wEE* ; wzlk,k>00derw:()j1k2,j>0,k20}

Dann erfiillt L die Bedingung des Pumping-Lemmas: Sei n = 1 und
w € L mit |w| > 1. Wir stellen w durch w = uwvx mit u =€ und |v| =1
dar. Also ist v das erste Symbol von w und es gilt
o falls w = 1%, so ist auch wv'z = 1711~ = 1k+i-1 c [,
o falls w = 071", so ist auch wv'z = 0711 ¢ L.
[Beachte, dass fiir i =0, j = 1 gilt w'z = 1% € L.}

Wegen 4. ist aber zu vermuten, dass L nicht reguldr ist.

[da k > 2]
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2.51 Satz (Verschirftes Pumping-Lemma fiir reguléire Sprachen)
Sei L eine regulédre Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so dass fiir jedes
Wort w € L mit |w| > n und jede Darstellung w = tyz mit |y| = n eine
Darstellung
Y = uvx mit v # ¢

existiert, fiir die tuvizz € L fiir alle i € IN,.

B Beweis: Zu L gibt es einen deterministischen endlichen Automaten
A =(Q,%,0,s, F) mit L = L(A). Wir setzen n := |@Q| + 1 und betrachten
ein w = tyz € L mit |y| = n.

Bei der Abarbeitung von y durchlaufe A die Zusténde qq, . . ., g,. Wie im Be-
weis des Pumping-Lemmas sind die ¢; nicht alle verschieden und es existiert
eine Zerlegung y = uvx, sodass v # € die Folge der Symbole auf einem Zykel
in A ist. Dieser Zykel kann wieder beliebig oft durchlaufen werden und damit
gilt tuv'xz € L fiir alle i € IN. O

2.52 Bemerkung
Mit dem verscharften Pumping-Lemma kann die Nicht-Regularitit einer grofe-
ren Klasse von Sprachen gezeigt werden, es ist aber trotzdem keine dquiva-
lente Bedingung fiir Regularitéit.

2.53 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 2.50/5.)
Zun>1seiw= 01" = tyz mit y = 1. Dann folgt die Nichtregularitit wie
in 4.
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2.3 Exkurs: Pattern-Matching

Gegeben: Textt=t;---t, € ¥*
Muster p=p1 -+ pm € X
typischerweise n > m
Gesucht: alle Vorkommen von p in ¢
[naive Losung hat worst-case Laufzeit ©(n - m)]

Die Suffix-Funktion o, : ¥* — {0,...,m} ist definiert durch

op(w) =max{l € Ny : w=wvp;---p}

d.h. o,(w) ist die Lange des lingsten Prifixes von p, das ein Suffix von w ist.

Konstruiere nun einen deterministischen endlichen Automaten A, = (Q, %, d,, s, F)
durch

Q@ = {0,...,m}
s = 0
o= {m}
S(i,a) = ou(p1...pia)
Die Ubergangsfunktion kann in O(m?|%|) berechnet werden. UBUNG

Wir zeigen nun, dass 4, bei Eingabe von ¢ nach Lesen von k Zeichen im
Zustand 0,(0,¢; ... t;) = 0,(t1 ... tx) ist. Der Zustand zeigt damit das lingste
Anfangsstiick des Musters an, mit dem der bisher gelesene Text endet.

Lemma
Fiir allew € ¥* und a € ¥ gilt op(w) =i = op(wa) = o,(p1 ... pia).

B Beweis: Sei w = wy ... wy, dann folgt aus o,(w) = i zunéchst

Wy = Pi

Wg—-1 = Pi—1

Wg—i+1 = P1
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Fir j = oy(wa) = max{l : wa = vp,...p} folgt damit

bj =a
Pj—1 = Wk =pi
Pj—2 = Wi—-1 = Pi—1

b1 = Wg—jr2 = Pi—j+2

also o,(wa) =j=max{l : p1...pja=vpy...p} = op(p1...pia).

w
Y, G
-~
®© @ 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 o o (]
N
plooooooopia,
L
ploooopj ]:Up(wa)

2.55 Satz
0p(0,t1 .. 1) = 0p(ty ... 1) fiir alle k =0, ..., n.

B Beweis: Induktion iiber die Linge des Eingabewortes (d.h. des gele-
senen Textpréfixes). Zunéchst gilt §,(0,e) = 0 = o,(¢). Fir k£ > 0 setze
1= 5p(0,t1 c. tk—l) IT/' Up(tl .. ~tk—1)7 dann gllt

6(0,t1 ... 1) = 3y (i, tr)
Def. 5, Jp(pl ... pitk)
Lemma 2.54 op(ty - tate) -
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Mit A, wird ¢ nun wie folgt durchsucht:

29

Algorithmus 1: Pattern Matching mit endlichen Automaten

Eingabe: Text t =t;---t, € X*
Muster p=p1---pn € X*

konstruiere A, = ({0,...,m},3,d,,0,{m})

10
for k=1,...,ndo
i<—5p(i,tk)

if © = m then
| gib aus ,Das Muster kommt ab der Stelle Kk —m + 1 vor“

Die Gesamtlaufzeit wurde damit reduziert auf O( m?/%| + _n ).
——

~—~
: Text-
Kosg‘glﬁ:jlon durchlauf

2.56 Beispiel
Seien p = ATATAGA und ¥ = {4, C, G, T}

& ﬁ?éiig;;;:>x
SornGg

B O Orl OOl @)




Kapitel 3

Kontextfreie Sprachen

Induktive Charakterisierung der Sprache L der korrekten Klammerausdriicke: s. Ubung

eccl (RO)
o (w) e L fallswe L (R1)
o vw e L, falls v,w € L (R2)

Fiir beliebige w € {(,)}" kann w € L nachgewiesen werden durch Angabe
der Regeln, nach denen w aufgebaut ist.

3.1 Beispiel
w=(00)O

30



3.2

3.3

3.4
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Liest man diesen Nachweis umgekehrt, so wird ein noch unbekanntes Wort
an der Wurzel entsprechend (R2) durch zwei unbekannte Worter ersetzt, die
dann wiederum durch andere Worter ersetzt werden, bis an den Blattern e
oder Symbole des Alphabets die Ersetzung abschliefen.

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Definition
FEine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) besteht aus

e ciner endlichen Menge von Variablen (Nichtterminalsymbolen) V

e cinem Alphabet (Terminalsymbolen) X

e ciner endlich Menge von Ableitungsregeln (Produktionen) P C V X
(VuUx)*

e cinem Startsymbol S € V.

Jedes av € (V' UX)* heiit Satzform. Fiir Produktionen (A, «) € P schreiben
wir A — «, und fiir alternative Produktionen A — o, A — [ auch kurz

A—alp.

Bemerkung
Anwenden einer Ableitungsregel A — « bedeutet, in einer Satzform ein Vor-
kommen von A durch « zu ersetzen: 31 ABy — Brafy (bzw. 1A, = Brafs).

Dies geschieht ohne Beriicksichtigung des Kontextes (31, 3, von A. Geht eine
Satzform 3 aus einer Satzform « durch Anwenden einer endlichen Anzahl
von Ableitungsregeln hervor, schreiben wir ac = 3 (bzw. a % B).

Definition

FEine kontextfreie Grammatik G = (V,%, P, S) erzeugt ein Wort w € ¥* (w
kann in G abgeleitet werden), falls S = w.

Die Menge L(G) = {w ey : 85 w} ist die von G erzeugte Sprache.
Eine Sprache heifit kontextfrei, wenn sie von einer kontextfreien Grammatik
erzeugt wird.
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3.5 Beispiele
1. Die Sprache der korrekten Klammerausdriicke wird von der Grammatik

G={S}.,{()},PS) mit

P S—e (RO)
S—~SS (Rl
S — (S) (R2)

erzeugt. Z.B. ist (O () () € L(G),da S — SS — (S)S — (55)S —
((5)5)S — (0SS — (0SS — (OIS — (OOIS) —
(O0)O.

2. Firw =a; -+~ a, seiw® := a,a,_1 -+ a;. Die Sprache L = {w € ¥* : w = v’}
der Palindrome iiber einem beliebigen Alphabet ¥ ist nicht regulér. Es s. Ubung

ist aber L = L(G) fiir G = ({S},%, P, S) mit

P: S — e
S —a fiir alle a € X
S — aSa fiir allea € X

3. Sei L = {we€{0,1}" : |w|p = |w|; > 0} die Sprache der nichtleeren
Binadrwérter mit gleich vielen 0’en und 1’en. Eine Grammatik, die L
erzeugt, muss sich in jeder wahrend einer Ableitung auftretenden Satz-
form ,merken“, wieviele 0’en oder 1’en zusétzlich benétigt werden, um

das Verhaltnis spéter wieder auszugleichen: G = (V, %, P, S) mit Reihenfolge
der Ableitungs-
schritte egal

V={AB,S} undP: S —0B|1A
A 0]05|14A
B —1[15|0BB
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Ein Syntaxbaum ist die graphische Darstellung der Ableitung eines Wortes,
z.B. fiir 110010 und die Grammatik aus Beispiel 3.5(3.):

1 1 A
I 7 I
1 A A 1 A A
/' \ 0\ /7 \
0 S 0 0 0 S
/ \ / \
0 B 1 A
| I
1 0

3.6 Bemerkung
e [n Syntaxbdumen

— ist die Wurzel mit dem Startsymbol markiert

— ist jeder innere Knoten ein Nichtterminalsymbol und jedes Blatt
ein Terminalsymbol

— bilden die Kinder eines Nichtterminalsymbols die Satzform einer
passenden rechten Regelseite

e Zu jeder Ableitung gehért genau ein Syntaxbaum, aber zu einem Syn-
taxbaum gehoren mehrere Ableitungen, insbesondere eine Linksablei-
tung (bei der jeweils das linkeste Nichtterminalsymbol als néchstes er-
setzt wird) und eine Rechtsableitung (entsprechend).

e /Zu einem von einer kontextfreien Grammatik erzeugten Wort kann es
verschiedene Ableitungen mit verschiedenen Syntaxbdumen geben.

3.7 Definition
FEine kontextfreie Grammatik G heifit eindeutig, falls es fiir jedes Wort w €
L(G) genau einen Syntaxbaum gibt; andernfalls heilt G mehrdeutig.

FEine kontextfreie Sprache L heifit eindeutig, falls es eine eindeutige kontext-
freie Grammatik gibt, die L erzeugt; andernfalls heifit L inhdrent mehrdeutig.
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3.9

3.10
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Wir werden auf diese Begriffe zuriickkommen, wollen jedoch zunéchst das
Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen angehen.

Definition
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, %, P, S) ist in Chomsky-Normalform,
wenn alle Produktionen von der Form

A— BC oder A—a

mit A, B,C' € V und a € ¥ sind.

Bemerkung
Fiir Sprachen L, die das leere Wort enthalten, erhalten Grammatiken in
Chomsky-Normalform, die L \ {e} erzeugen, ein neues Startsymbol S' und
neue Produktionen

S'—elS.

Satz
Jede kontextfreie Grammatik G kann in eine kontextfreie Grammatik G’ in
Chomsky-Normalform mit L(G") = L(G) \ {¢} transformiert werden.

B Beweis: G wird in 4 Schritten in G’ transformiert:

1. Schritt: (Terminale treten nur allein auf der rechten Seite auf)
Fiihre neue Nichtterminale S, fiir alle a € ¥ ein. Danach ersetze alle
Vorkommen von a € ¥ auf der rechten Regelseite durch S, und fiihre
neue Produktionen S, — a ein.

2. Schritt: (alle rechten Regelseiten haben héchstens zwei Symbole)
Fiir jede Produktion P, : A — By ... B, mit m > 2 fithre neue Nicht-
terminale C%, j = 1,...,m — 2, ein und ersetze P; durch

¢! — Bj1Ciyy, j=1,...,m—3
C' 5 — By 1B, .

3. Schritt: (e-Elimination)
Berechne zunéchst die Menge V' der Nichtterminale, aus denen das



Theoretische Informatik (SS 2006) 35

leere Wort abgeleitet werden kann, d.h. A € V! <= A 5 e. Dazu
seien
Vo, =0
Vi = {AeV:A—cin P}
Vi = ViU{AeV : A— Boder A— BC mit B,C €V;} firallei>1.
Fiir das kleinste i € INg mit V;,; = V; gilt schon V; = V’. Fiige nun fiir

alle Regeln A — BC mit B € V' (bzw. C € V') Regeln A — C (bzw.
A — B) hinzu und streiche alle Regeln der Form A — e.

4. Schritt: (Elimination von Kettenregeln A — B)
Ausgehend von rechten Regelseiten der Form a € ¥ und BC' mit B, C €
V' berechne riickwérts alle Ableitungen der Form

a

A—>A1—>A2—>...—>Ak<

BC

ohne Wiederholungen. Fiige fiir jede der obigen Ableitungen A — a
bzw. A — BC' ein und streiche alle Produktionen der Form A — B.

Bis auf den Schritt 3 wird die erzeugte Sprache nicht verédndert. Im 3. Schritt
geht hochstens e verloren. ([l

3.11 Satz (Cocke, Younger, Kasami)
Fiir eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P,.S) in Chomsky-Normalform
kann das Wortproblem w € L(G) fiir w € ¥* in Zeit O (|P| - |w|?) gelost
werden.
B Beweis: Seien w = ay...a, mit a@; € X, w;; = a;...a; und V;; =
{A eV ALIUZ’]}
Dannist w € L(G) <= S € Vi ,. Wir konstruieren die V; ; nach wachsender
Differenz der Anfangs- und Endposition £ = j —i des abgeleiteten Teilwortes
Wy, j-
k=0:
Vii= {A eV . Aiwm} ={A€eV : A— q; in P}, daG in Chomsky-
NF. Die V;; konnen daher in der Zeit O(|P| + |w|) durch Priifen aller
Regeln bestimmt werden.
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k> 0:

Wir suchen alle A mit A 5 w; j. Da k= j—1>0und G in Chomsky-
NF, muss ein erster Ableitungsschritt von der Form A — BC' sein.
Wegen der e-Freiheit von G gilt A = w; ; daher genau dann, wenn
B 5 w;; und C = w15, dh. B € Vi, C € Vg, fiir ein | €
{i,...,7—1}.

Werden alle V;; als Arrays der Lénge |V| gespeichert (sodass A €
V;; in konstanter Zeit iiberpriift werden kann), so ist der Aufwand in
O(|P] - |w]?), da (Ig}l) viele Mengen in jeweils O(|P| - |w|) konstruiert
werden.

O

Aus dem Beweis erhalten wir den folgenden Algorithmus zur Losung des
Wortproblems fiir kontextfreie Sprachen.

Algorithmus 2: CYK-Algorithmus
Eingabe : kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform
Wort w =ay---a,

fori=1,...,ndoV,; —{A€V : A—q;in P}
for k=1,....n—1do
fori=1,....n—kdo
j—1i+k
W,j<—®
for/=14,...,7—1do

foreach A — BC in P do

LifB € Viy und C € Vi41; then

| Vij < Vi u{4}

if S e Vi, then gib aus: ,w € L(G)“ else gib aus: ,w ¢ L(G)“
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3.12 Beispiel

in Chomsky-
Normalform
G: S—SA|a
A— BS
B — BB ‘ BS‘ b’ c
Frage: abacba € L(G)? J Von fler Eia—
Vig| 1] 2] 3 [4]5] 6 Konstruieren
1 1S1o) s |00 S
; 2 B|AB|B|B|ARB
3 S 1010 S
4 B|B|AB
5 B | AB
6 S

seVi, = weLG).

3.2 Kellerautomaten
Fiir praktische Zwecke ist der CYK-Algorithmus zu aufwéndig. Wir betrach-
ten daher auch fiir kontextfreie Sprachen ein passendes Maschinenmodell.

3.13 Definition
Ein Kellerautomat (KA) A= (Q,%,T',9,s,5, F) besteht aus

e ciner endlichen Zustandsmenge ()
e cinem (Eingabe-)Alphabet ¥
e cinem (Keller-)Alphabet T’

e einer Ubergangsrelation § C (Q x (XU {e}) xT') x (I'" x Q)

e cinem Startzustand s € ()
e cinem Kellerstartsymbol S € T’

e ciner Endzustandsmenge F' C ()
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3.15
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Wie endliche Automaten liest ein Kellerautomat ein Eingabewort zeichenwei-
se und geht dabei von einem Zustand in einen anderen iiber. Der zusatzliche
Keller erlaubt die Ablage von Zwischeninformationen:

e

Eingabewort w=a, a,

endliche |——[F
Kontrolle

Keller-
Q speicher

Die Schreibweise (q,a, Z,v,q') € ¢ besagt, dass im Zustand ¢ mit néchstem
Eingabesymbol a # ¢ und oberstem Kellersymbol Z der Automat in den
Zustand ¢’ iibergehen darf und dabei das Z durch v ersetzt. Analog geschieht
dies fiir a = ¢, wobei dann kein Zeichen der Eingabe verbraucht wird.

Fiir |y| > 1 spricht man von einem push-Schritt, fiir 7 = ¢ von einem pop-
Schritt.

Ubergiinge beschreiben wir durch Konfigurationen (g, w,v) € Q x X* x I'*
mit (q,av, Zvy) — (¢',v,7'7) falls (¢,a,Z,v',¢) € 6 und verwenden wieder
. fiir eine Folge von beliebig vielen Ubergiéingen (entsprechend auch e %)

Definition
Ein Kellerautomat A = (Q,%,1,0, s, S, F) akzeptiert ein Wort w € ¥*, falls
(s,w,S) = (q,e,v) mit ¢ € F,~ € I'*. Die Menge

L(A) := {w X : (s,w,5) = (q,6,7), g€ Fiy € F*}

heifit die von A akzeptierte Sprache.

Beispiel
Wir konstruieren einen Kellerautomaten, der die Sprache L = {w eEX i w=
der Palindrome gerade Lénge iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} akzeptiert.

Dazu legen wir auf dem Keller die erste Worthélfte ab und bauen ihn beim
Lesen der zweiten Worthélfte wieder ab.

vk, v € E*}
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Der Kellerautomat besteht aus Q) = {s,q1,¢2,qs}, X = {a,b}, I = XU {S},
F ={qs} und

0 S a S aS a1
S b S bS 1
s £ S S qy

Q1 a b ab 1
a1 b a ba 0
@ a a  aa @
'— ¢ a a £ @
¢ b b bbb ¢
'— a1 b b € 42
q2 a a € P
@ b b £ @
Qo € S € qr

Beachte, dass der Ubergang vom Auf- zum Abbau des Kellers nichtdetermi-
nistisch erfolgt.

Ein Kellerautomat kommt auch ohne Endzustdnde aus:
3.16 Definition
SeiA = (Q,%,T,9,s,S,0) ein Kellerautomat ohne ausgezeichnete Endzusténde.

Ein Wort w € ¥* wird von A mit leerem Keller akzeptiert, falls (s, w,S) —
(q,¢,¢) fiir irgendein q € Q.

Die Menge
N(A) = {w ext: (s,w,9) > (q,e,e)}

heifit die von A mit leerem Keller akzeptierte Sprache.
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3.17 Satz (Aquivalenz der Akzeptanzarten)
a) Zu jedem KA A existiert ein KA B mit L(A) = N(B).

b) Zu jedem KA A existiert ein KA B mit N(A) = L(B).
B Beweis:
a) Zu A = (Q,%,1,0,s,5, F) konstruiere KA B, der wie A arbeitet und

von den Endzustinden aus den Keller leert (falls A das Wort nicht
akzeptiert, darf der Keller nicht leer werden). Ergénze daher 4 um

e cinen neuen Anfangszustand s
e cinen Zustand ¢ zum Leeren des Kellers

e cin neues Kellerstartsymbol S’

sowie Transitionen

s e S S5 s
q ¢ Z ¢ q firallege F, Z e TU{S'}
i Z = § fiir alle Z € TU{S'} .

b) Zu A= (Q,%,T,d,s,5,0) konstruiere KA B, der wie A arbeitet und ge-
nau bei geleertem Keller in einen Endzustand wechselt. Ergéinze daher

A um

e cinen neuen Anfangszustand s
e cinen neuen und dann einzigen Endzustand ¢y

e cin neues Kellerstartsymbol S’

sowie Transitionen

s ¢ S S8 s
qg ¢ S ¢ g fiir alle ¢ € @ .
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3.18 Satz
FEine Sprache ist kontextfrei genau dann, wenn sie von einem Kellerautomaten
akzeptiert wird.

B Beweis:

» = “: Sei G = (V, 3, P,S) eine kontextfreie Grammatik. Wir zeigen, dass
es einen Kellerautomaten A mit N(A) = L(G) gibt, d.h. A akzeptiert
ein Wort mit leerem Keller genau dann, wenn es in GG ableitbar ist.

Der Automat simuliert im Keller eine Linksableitung, indem Nicht-
terminalsymbole an der Kellerspitze durch die Satzform einer rechten
Regelseite ersetzt und Terminalsymbole mit der Eingabe abgeglichen
werden. Sei daher A = ({s},3,T,0,5,5,0) mit ' =X UV und

Jd: s ¢ A v s fir alle A — v in P
s a a € S fir alle a € X3 .

Wir zeigen, dass fiir alle © € ¥* und a € I'*, die nicht mit einem
Terminal beginnen (d.h. a € {e} UV - T'™), gilt

S % ua mit Linksableitungen <= (s, u,S) % (s,€,a) .

Daraus folgt dann fiir « = ¢, dass A genau die von der Grammatik
erzeugte Sprache erkennt.

s <= ‘“: Induktion iiber die Lénge k£ der Berechnung in A.

k=0: Dannsind u =¢,a = S und S % S mit Linksableitungen.

k > 0: Es gelte (s,u, 5) % (s,€, ) und wir betrachten den letzten
Berechnungsschritt:
1. Fall: (Transition der Form (s,e, A,7,s) € 9)
Dann gilt (s,u,S) ki} (s,e,Ad) e (s,e,va’) mit o =
~va', und aus der Induktionsvoraussetzung folgt .S % uAa! =
uya’ = ua mit Linksableitungen.
2. Fall: (Transition der Form (s, a,a,¢,s) € §)

Dann gilt (s,u/a, S) kj} (s,a,aq) e (s,€, ) mit u = va,



Theoretische Informatik (SS 2006) 42

und aus der Induktionsvoraussetzung folgt S % uao =

ua mit Linksableitungen.

,» = “: Induktion iiber die Anzahl k£ der Linksableitungen in G.

k = 0: Dann sind u = ¢, « = S und (s, u, 5) % (s,e,).

k > 0: Es gelte S % ua mit Linksableitungen und deren letzte sei

A — ~. Dann gilt S ’%3 B1ABy — iz = ua mit §i € T,

da Linksableitungen vorausgesetzt wurden. Mit der Indukti-
onsvoraussetzung gilt also

(&ﬁhs) i} (S,S,Aﬂz) 7 (3767752) . (*)

WEeil « nicht mit einem Terminal beginnt und A das linkeste
Nichtterminal in £y Afs ist, gilt |31] < |u|. Es muss daher ein
v € X* mit f1v = u und va = v geben.

| v | o

‘ B ‘ VB2 ‘

Durch Anwendung von Transitionen (s, a,a,&,s) € §, a € X,
erhalten wir

(S,U,S) = (S,ﬁlU,S) % (vaa’yﬁZ) i) (S,E,Ot) :
~~~
(*)

» <= “: Zu einem Kellerautomaten A = (Q, X, T, 4, s, S, ) konstruieren wir
eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S") mit L(G) = N(A). Die
Variablen

V=5uU{lpZq : p,aeQ,Z T}

der Grammatik stehen fiir mogliche Folgen von Berechnungsschritten
des Automaten. Die Idee dahinter ist, dass [pZ¢] % u genau dann gel-

ten soll, wenn A beim Ubergang von p nach ¢ die Eingabe u verbraucht
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und das Symbol Z von der Kellerspitze entfernt (ohne die Zeichen dar-
unter anzufassen). Wir nehmen daher folgende Produktionen auf:
P S" — [s9¢] fir alle ¢ € Q
pZq] — a fir alle (p,a, Z,¢,q) € 0

pZq] — alpoZipi][p1Zaps) - - - [Pn-12n4]
fir alle (p,a, Z, Zy -+ Z,,p0) €9

mit n >0 und p1,...,pp_1 € Q

Beachte, dass a € ¥ U {¢}.
Wir zeigen, dass fiir alle p,g € Q, u € ¥* und Z € I" gilt

(p.u, 2) = (a,6,6) <= [pZq) > u

woraus fiir p = s, Z = 5 und u = w die Behauptung folgt, weil dann
(s,w,5) = (g.6,6) <= S = [s9q] > w.

» = “: Induktion iiber die Lange k£ > 1 der Berechnung in A.

k=1: Dann ist u = a € ¥ U {e} und der Berechnungsschritt
war von der Form (p,a,Z,e,q) € 0. Nach Konstruktion ist
[pZq] — ain P.

k>1: Sei u = au’ mit a € ¥ U {¢} und der erste Berechnungs-
schritt sei (p,a, Z, Z1 -+ Z,,po) € d, dann gilt

(p7 CLUI,Z) 7 (p07ulaZ1 o Zn) ki)l (Q757€> .

Wihle nun uq,...,u, € X* mit v’ = u;---u, gemil dem
Abbau der Z1,..., Z, im Keller, d.h. u; - - - u; fithrt {iber vom
Zustand py mit Kellerspitze 7 - - - Z,, zum Zustand p; mit Kel-
lerspitze Zi,1 - - - Z,. Die Zahl der fiir die Ubergiinge

(pi—lauiaZi) % (pi>€7€) fir ¢ = 1a"'7nund Pn=4q

benotigten Berechnungsschritte ist jeweils kleiner als k, sodass
sich mit der Induktionsvoraussetzung

z—Zzz - 7
[Pi—1 p]gu
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ergibt. Nach Konstruktion gibt es zum ersten Ableitungs-
schritt die Produktion [pZq| — alpoZip1] . . . [Pn—12nq], sodass
wir insgesamt

[qu] ? a[pozlpl] e [pnflznd % auy - Uy = au' = U

erhalten.
,» < “: Induktion iiber die Anzahl £ > 1 der Ableitungen in G.

k = 1: Die Ableitung muss von der Form [pZq] — a sein. Es
existiert daher eine Transition (p,a,Z,e,q) € § und somit
(p.a,Z) — (q:€.€)-

k > 1: Betrachte die Ableitung

ke
[qu] E) a[pozlpl] . [pn_lann] E} auy - Uy,

Nach Konstruktion muss (p,a,Z, 7 ... Z,,po) € § sein und
aus der Induktionsvoraussetzung folgt (p;_1, u;, Z;) % (pi,,€),

sodass insgesamt

(p,u, Z) = (p,auy ... up, Z) 7 (pn,€,€) = (q,¢,¢) .

3.19 Beispiel
Wir nutzen die Konstruktion aus der Hinrichtung des obigen Beweises, um
einen Kellerautomaten zu konstruieren, der die Sprache der Palindrome ge-
rader Liange mit leerem Keller akzeptiert.

G S — ¢
S — aSa fiir allea € X
fiihrt auf
A s ¢ S ¢
e S aSa s fiir allea € ¥
a a € fiir alle a € X.
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Satz (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)
Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN so, dass sich
jedes Wort w € L mit |w| > n darstellen laft als

w = tuvxz mit |uz| > 1, luvz| <n

und o
tu'vx'z € L fiir alle i € INg.

Wir beweisen nur die verscharfte Form.

Satz (Ogdens Lemma: verschirftes PL fiir kfS)

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN so, dass fiir
jedes Wort w € L mit |w| > n gilt: Werden in w mindestens n Buchstaben
markiert, dann lafit sich w darstellen als

mit mindestens einer Markierung in ux

w = tuvxrz .. . .
und hochstens n Markierung in uvx

und o
tu'vzr'z € L fiir alle i € INy.

B Beweis: Zu L gibt es eine kontextfreie Grammatik G = (V, 3, P,S)
in Chomsky-Normalform mit L(G) = L\ {e}. Wir setzen n := 2!VI*! und
betrachten ein w € L mit |w| > n und mindestens n markierten Buchstaben,
sowie einen zugehorigen Syntaxbaum.

Der Syntaxbaum hat |w| Blétter, alle inneren Knoten haben hochstens zwei
Kinder und die inneren Knoten mit nur einem Kind sind genau die Eltern
der Blatter (da G in Chomsky-NF ist).

Wir wéhlen im Baum einen Weg von der Wurzel zu einem Blatt, der im-
mer in Richtung der grofleren Anzahl der n markierten Blétter weiterlauft
(bei Gleichheit beliebig). Knoten mit markierten Bldttern im linken und im
rechten Teilbaum heiflen Verzweigunsknoten.

Wegen n = 2!V liegen mindestens |V| + 1 Verzweigungsknoten auf dem
gewidhlten Weg. Betrachte die letzten |V| + 1 davon und beachte, dass min-
destens zwei mit der gleichen Variable A markiert sein miissen.
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Wir erhalten die folgende Darstellung von w:

S

Da die mit A beschrifteten Knoten Verzweigunsknoten sind, enthélt uz min-
destens einen markierten Buchstaben, und da der gewihlte Weg ab dem obe-
ren A-Knoten nur noch hochstens |V| 4+ 1 Verzweigunsknoten enthélt, folgt
aus der Auswahlregel fiir den jeweils nédchsten Knoten, dass uvz hochstens
2VI+1 — 5 markierte Buchstaben enthilt.

In der Grammatik sind offensichtlich folgende Ableitungen moglich:

S 5 tAz (1)
A S uAx (2)
AS v (3)

Daraus erhalten wir fiir jedes i € INy eine Ableitung

S 5 tAz S tulAzz S ... S AT S tutvatz
(1) \(2) (2) (2) (3)
i-;n,al

sodass tu'vz'z € L(G) C L fiir alle i € INy. O



3.22

3.23

3.24

Theoretische Informatik (SS 2006) 47

Beispiel
Wie beim Pumping-Lemma fiir regulédre Sprachen lassen sich diese beiden
Sétze zum Nachweis der Nicht-Kontextfreiheit einer Sprache einsetzen:

Sei L = {a'¥a’b’ : i > j >0} und zum n aus dem Pumping-Lemma be-
trachte w = a™™'b"a"b" . Sei ferner w = tuvzz eine zugehérige Darstellung
aus dem Pumping-Lemma mit ux # € und |uvz| < n.

1. Fall: (uvzx ist im Mittelteil b"a™ enthalten)
Dann kann durch Aufpumpen die Bedingung i > j verletzt werden.

2. Fall: (uvz ist in a™ " oder in a™b™** enthalten)
Dann kann durch Aufpumpen die Bedingung der gleichen Anzahlen
verletzt werden.

Definition

FEin Kellerautomat A = (Q, %, 1,0, s, S, F) heifit deterministisch (DKA ), falls

i) Fiir alle q € Q, a € XU {e}, Z € T existiert hochstens ein Ubergang
der Form (q,a,Z,-,-) € 0.

i) Fiir alle g € Q, Z € T gilt: Ist ein Ubergang der Form (q,¢,Z,-,-) € 0,
dann gibt es keinen Ubergang der Form (q,a, Z,-,-) mit a € X.

Wir werden zeigen, dass deterministische Kellerautomaten nicht alle kontext-
freien Sprachen erkennen.

Lemma
Gibt es zu einer Sprache L C ¥* einen deterministischen Kellerautomaten A
mit L(A) = L, so gibt es zu

MIN(L) :={w € L : es gibt kein echtes Préfix von w in L}
einen deterministischen Kellerautomaten B mit L(B) = MIN(L).

B Beweis: Der DKA A= (Q,%,T,4,s,5, F) erkenne L. Konstruiere den
Automaten B durch Hinzufiigen eines neuen Zustands ¢’ und der Ubergiange

g a Z Z ¢ firalleae X, Z €T
sowie Umwandeln aller Transition mit ¢ € F', a € 2, Z € ' in

qg a Z Z (.
]

,Einmal in F,
nie wieder in /'
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Lemma

Sei L = L(A) C ¥* fiir einen (deterministischen) Kellerautomaten A und
R C ¥* reguldr. Dann ist L N R = L(B) fiir einen (deterministischen) Kel-
lerautomaten B.

B Beweis: Sei L = L(A) fiir den (D)KA A = (Q,%,1,4,s,S5, F) und
R = L(A') fiir den DEA A" = (', %, 0, s', F'). Wir schalten A und A’ wie
folgt zu einem (D)KA B = (Q x Q',%,1,9,(s,s), S, F x F') zusammen:

((p.7),a.Z,7,(¢,q)) €6 <= (p,a.Z,7,q) € und &' (p,a) =¢
fiir a € X

bzw. a =¢und p' = ¢ .
Mit Induktion iiber die Lange k£ der Berechnung folgt
((s.8),w.9) = ((0.4).6,7) == (s,0,8) = (q,2,7) wnd §'(s",w) =4,
und damit L(B) = L(A) N L(A") = LN R. 0O

Satz
Es gibt keinen deterministischen Kellerautomaten, der die kontextfreie Spra-
che

L={we{a,b} : w=novv"ve{ab}"}
der Palindrome gerader Lénge iiber {a, b} akzeptiert.

B Beweis: Angenommen, es existiert ein DKA A mit L(A) = L. Nach
Lemma 3.24 und Lemma 3.25 existiert dann zu

L' :== MIN(L) N (ab)*(ba)" (ab)*(ba)™"

ein DKA A’ mit L(A’) = L. Da alle Worter in L' Palindrome gerader Linge
ohne echtes Prafix dieser Art sind, gilt:

L' = {(ab)'(ba)’ (ab)’ (ba)" : i > j > 0}

Mit dem Pumping-Lemma lasst sich dann aber wie in Beispiel 3.22 zeigen,
dass L' nicht kontextfrei ist. Dies ist ein Widerspruch! 0



Exkurs: Compilerbau

Compiler {ibersetzen Programme einer héheren Programmiersprache in Ma-
schinencode, also Worter iiber dem ASCII- oder Unicode-Alphabet in Worter
iiber einem Prozessor-spezifischen Alphabet aus Instruktionen und Daten.
Aspekte von (hoheren) Programmiersprachen:

Syntax: formaler Aufbau eines Programms aus strukturellen Einheiten
Semantik: Bedeutung eines Programms (Zustandstransformation)

Pragmatik: benutzerfreundliche Formulierung, Maschinenabhéngigkeit

Typischer Aufbau eines Compilers: logische Phasen
laufen iiblicherweise
verzahnt ab

Programm
lexikalische Analyse
&4 l M
- 3 syntaktische Analyse
o -4 l @
§| | & E
i ©
2 g semantische Analyse |7 g
& | 5
Zwischencodeerzeugung },/—" 5
= | 5
'8
o Optimierung
(1]
5 !
a Codeerzeugung

- !

Maschinencode

49
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1. Phase: Lexikalische Analyse

Zusammenfassung von Teilzeichenketten zu semantisch relevanten Symbolen.
Diese sind pragmatisch in natiirlicher Sprache formuliert (— Microsyntax),
was aber semantisch irrelevant ist.

e Grundsymbole sind
Bezeichner: Folge von Buchstaben und Ziffern, z.B. fiir Konstanten,
Variablen, Typen, Methoden, ...

Zahlworter: Folge von Ziffern, Sonderzeichen und Buchstaben (z.B.
fiir Hexadezimalzahlen)

Schliisselworter: Bezeichner mit vorgegebener Bedeutung

einfache Symbole: einzelne Sonderzeichen, z.B. +, -, * < ...

zusammengesetzte Symbole: zwei oder mehr Sonderzeichen, z.B.

1=, <= &, ...
e Leerzeichen: z.B. | \t, __, ... (unterschiedliche Bedeutung)
e Spezielle Symbole: Kommentare (/* ... */,//,...), Pragma (wie

z.B. Compileroptionen, Préiprozessor)

Symbolklassen werden durch regulire Ausdriicke beschrieben, z.B. fiir Be-
zeichner (identifier):

id = char(char + digit)*
char = A+B+...+Z+4+a+...
digit = 0+1+4+...4+9

Ausgabe des endlichen Automaten zur lexikalischen Analyse ist fiir jedes
erkannte Symbol eine Darstellung der Form

(Token, Attribut)
mit

Token: Bezeichnung der Symbolklasse (intern: Zahl)
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Attribut: je nach Symbolklasse

o leer
e Wert (einer Konstanten)

e Zeiger (in Symboltabelle)
Beispiele fiir solche Darstellungen sind

e (if, ), (then, ), (for, )

binop, +), (relop, <=)

e (id, ¢}» Eintrag des Bezeichners in Symboltabelle

(
(
(
e (num, e}> Eintrag des Zahlwortes in Symboltabelle

Programme zur lexikalischen Analyse (,,Scanner”) kénnen aus den reguléren
Ausdriicken fiir die Symbolklassen automatisch erzeugt werden.

Syntaktische Analyse

Aufteilung der Tokenfolge in syntaktische Einheiten (z.B. Deklaration, An-
weisung, Ausdruck, ...), die geschachtelt auftreten (— Baumstruktur).

Syntaktische Strukturen werden durch kontextfreie Grammatiken beschrie-
ben, z.B. fiir Ausdriicke

E — E+T|T
T — T+F|F
F — (F)]id | num

Aus Effizienzgriinden werden nur Grammatiken verwendet, zu denen sich
deterministische Kellerautomaten konstruieren lassen (Charakterisierung be-
kannt: so genannte LR(k)-Grammatiken).

Programme zur syntaktischen Analyse (,Parser”) konnen aus den kontext-
freien Grammatiken fiir die Syntax automatisch erzeugt werden.

Tools:
lex, flex

Tools:
yacc,
bison
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Semantische Analyse

Kontextfreie Grammatiken beschreiben die syntaktische Struktur, kénnen
aber keine kontextabhéngigen Eigenschaften (z.B. vorherige Deklaration von
Bezeichnern) erfassen.

Bestimmung der statischen Semantik (Giiltigkeitsbereiche, Typpriifung) durch
attribuierte Grammatiken (kontextfreie Grammatiken mit semantischen Re-
geln fiir Zusatzinformation im Ableitungsbaum; werden von den Parsergene-
ratoren unterstiitzt). Ausgabe: dekorierter Syntaxbaum.

Zwischencodeerzeugung

Statt des Maschinencodes fiir die Zielplattform wird zunéchst Code fiir eine
abstrakte Maschine erzeugt. Vorteile:

e Transparenz des Compilers
e Portabilitdt des Compilers
e leichtere Codeoptimierung

Maschinencode flr
Plattform X

/

Programm ——> Zwischencode ———> Optimierung —

Maschinencode flr
‘ Plattform Y

frontend backend
(unveréandert) (angepasst)

Backend

Phasen 5 (Optimierung) und 6 (Codegenerierung) sind weniger allgemein
darstellbar. In Java fallt Phase 4 weg, da am Ende Maschinencode fiir ei-
ne abstrakte Maschine generiert wird (Bytecode) die von einem Interpreter
simuliert wird (Java Virtual Machine).



4.1

4.2

Kapitel 4

Rekursiv aufzihlbare Sprachen

4.1 Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

Durch Zulassung komplexer Ableitungsregeln konnen mit Grammatiken grofie-
re Klassen als die kontextfreien Sprachen beschrieben werden.
Definition
Eine Grammatik G = (V, X, P, S) besteht aus
e ciner endlichen Menge von Variablen V'
e cinem Alphabet ¥
e cinem Startsymbol S € V

e ciner endlichen Menge von Ableitungsregeln P C (V UX)™ x (V U X)*

Bemerkung

Kontextfreie Grammatiken sind ein Spezialfall, der durch Einschridnkungen
an die Satzform der linken Regelseite definiert ist. In beliebigen Grammatiken
koénnen Regeln z.B. Terminale auf der linken Seite haben oder eine Satzform
durch eine kiirzere ersetzen.

53
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4.3 Definition (Chomsky-Hierarchie)
Eine Grammatik G = (V, X, P, S) heifit

e vom Typ 3 (rechtslinear, regulér), falls P CV x (X -V U{e}),
d.h. alle Regeln sind von der Form A — ¢ oder A — aB.

e vom Typ 2 (kontextfrei), falls P C'V x (XU V)",
d.h. alle Regeln sind von der Form A — +.

e vom Typ 1 (kontextsensitiv), falls P C (VT x (X UV \{S}HT)U(S —
e) und fiir alle Regeln (o — 3) # (S — ¢) gilt |a] < |5).

Grammatiken ohne Einschrankungen heilen vom Typ 0 oder rekursiv aufzéhl-
bar.

4.4 Bemerkung
1. Die Grammatiktypen bilden eine Hierarchie, da jede Typ-3 auch eine
eine Typ-2, jede Typ-2 auch eine Typ-1, und jede Typ-1 auch eine
Typ-0 Grammatik ist.

2. Die von einer Typ-i Grammatik erzeugten Sprachen heiflen entspre-
chend Typ-i Sprachen.

3. Bei kontextsensitiven (Typ-1) Sprachen kann eine Regel die Ableitung
ABC — A~yC ermdéglichen, ohne dass DBC' — D~vC mdoglich wird.

4. Grammatiken vom Typ 3 erzeugen genau die reguldren Sprachen. Ubung

4.5 Beispiel
Die folgende Typ-0 Grammatik erzeugt die (nicht kontextfreie) Sprache L =
{a'Valb' € {a,b}" : i >j>0}:

S — X AbAM BaBX bA— Ab XA —aX X —e¢
M — AMB |bAMBa|e Ba—aB BX — Xb

Gibt es auch eine kontextsensitive Grammatik, die L erzeugt? Ubung
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4.2

Turingmaschinen

Auch zu von beliebigen Grammatiken erzeugten Sprachen gibt es ein passen-
des Maschinenmodell, von dem wir sehen werden, dass es universell einsetzbar

1st.

4.6 Definition
FEine (deterministische) Turingmaschine (D)TM A = (Q,%,T,0,s, _, F) be-
steht aus

einer endlichen Zustandsmenge ()
einem Fingabealphabet X

einem Bandalphabet I' mit ¥ C T’

einem Leerzeichen (Blanksymbol) € T'\ X

einer Ubergangsfunktion § : Q x T' — Q x I' x {L, N, R}
einem Startzustand s € ()

einer Menge von Endzustinden F' C (), wobei fiir alle ¢ € F, a € T’
gilt: 6(q,a) = (¢,a, N).

Interpretation: Anstelle eines Kellers verfiigt eine Turingmaschine iiber ein
zweiseitig unendliches Band, das Symbole des Bandalphabets enthélt.

|—I—I—I—I—I—If=}:|azl 7 S [ ) )
Schreib-/
Lesekopf

endliche

Kontrolle

Q.0

Startkonfiguration: Im Startzustand s zeigt der Schreib-/Lesekopf der TM
auf den Anfang des Eingabewortes, das auf dem ansonsten nur Leerzeichen
enthaltenden Band steht.
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Ein Ubergang (¢, a) = (¢, a’, B) bedeutet, dass im Zustand ¢ bei aktuellem
Bandinhalt a € I" die Maschine in den Zustand ¢’ iibergeht, dabei a durch a’ €
" ersetzt und den Schreib-/Lesekopf entsprechend B € {L, R, N} bewegt:

L: eine Position nach links,
R: eine Position nach rechts,

N: an der aktuellen Stelle stehen bleiben.

ala’, B

In Zeichen: ¢ — ¢'.

4.7 Bemerkung

Eine TM stoppt im Zustand q, falls beim Lesen des Symbols a gilt: §(q, a)

(q,a, N). Insbesondere stoppt sie also bei Erreichen eines Endzustands, und
wir vereinbaren, dass sie bei unvollstéandiger Angabe von ¢ fiir nicht definierte

Argumente q, a stoppt.

4.8 Definition

Eine Turingmaschine A = (Q,%,T,0,s,_, F') akzeptiert ein Wort w € ¥*,
falls sie bei Eingabe von w in einem Zustand aus F' stoppt. Die Menge

L(A) ={w € ¥* : A stoppt bei Eingabe von w in einem q € F'}

heifit die von A akzeptierte Sprache.

4.9 Beispiel

0[0,

0|0, R 101,
Lok
" 1L 3 11,

L(A) = {w € {0,1}"

zzz TID

cw=1v, v e {0,1}"}

e Fiir eine Eingabe aus L(.A) I6scht A die fiihrende 1 und bleibt mit dem
Schreib-/Lesekopf links neben dem Beginn der Eingabe stehen.

e Fiir eine Eingabe aus {0,1}"\ L(A) stoppt A iiberhaupt nicht.
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Wihrend einer Berechnung ist eine TM A in der Konfiguration w(q)av mit
w,v €™ a €T, qge Q, falls sie im Zustand ¢ das Symbol a liest und links
und rechts von a die Inschriften w und v stehen.

4.10 Beispiel

111,R

11,R O_L,L 1|k
RGO Ol -@O

,R

e

lOl_,R

?I?Zg () < 00R j,’
111,R

L(A) ={01" : i € N} (kontextfrei, aber nicht regulér).

Berechnung fiir die Fingabe w = 0011:

| fofof1f1] |

Ls

(5)0011 — 0(s)011 — 00(s)11 — 001(gs)1 — 0011(gs)- — 001(gs)l —
00(gs)1- — 0(gs)0l — _(g3)001 — _(g3)-001 — _(g)001 — _(g5)01 —
0(gs)1 — 01(gs)- — 0(g2)1 — —(¢3)0- — (g3)-0 — (q4)0 — _(g5)- — —(a7)-

Die Eingabe wird akzeptiert.
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4.11 Satz
Die von einer deterministischen Turingmaschine akzeptierte Sprache ist re-
kursiv aufzédhlbar.

B Beweis: Zu DTM A = (Q,%,T,9, s, _, F') konstruieren wir eine Gram-
matik, die L(A) erzeugt. Zur Vorbereitung kann eine gegebene DTM so modi-
fiziert werden, dass sie als erstes ein neues Zeichen # ¢ I' hinter die Eingabe
schreibt, danach (und nur dann) in einem neuen Zustand s ist, sich niemals
nach rechts iiber # hinausbewegt und nur einen akzeptierenden Zustand ¢t
hat, bei dessen Erreichen das ganze Band nur noch Leerzeichen enthélt.

Wir gehen daher davon aus, dass die Anfangskonfiguration (s')ay . .. a,# lau-
tet. Die Produktionen der Grammatik G = ({S}UQU(I'\ X)U{#},%, P, S)
werden nun so gewéhlt, dass G aus der akzeptierenden Konfiguration ¢t
riickwérts die Eingabe erzeugt:

1. (Schlusskonfiguration und bendétigter Platz auf dem Band)
S—qt, ¢ — g |-

2. (Riickwértsrechnung)
adq¢ — qa  firalleqge @, ael mit §(¢q,a) = (¢,d, R)
q¢'ba’ — bga fiir alle g € Q, a,b € I' mit §(q,a) = (¢',d’, L)
¢da — qa  firalleqge @, aecl mit d(q,a) = (¢,d,N)

3. (Terminationsregeln)
s =
s'a — as’ firallea € X
SH#H — e

Da die Ableitungen in G immer einer akzeptierenden Berechnung in um-
gekehrter Reihenfolge entsprechen, und umgekehrt zu jeder akzeptierenden
Berechnung eine solche Ableitung moglich ist, gilt L(G) = L(A). O
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Fiir den Beweis der Umkehrung fithren wir zunéchst wieder eine nichtdeter-
ministische Version des Maschinenmodells ein.

Definition

Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) A = (Q,%,T,4,s, , F)
besteht aus den gleichen Komponenten wie eine deterministische, jedoch mit
einer Ubergangsrelation 6 C (Q x T') x (Q x ' x {L, N, R}).

Alternative Sichtweise: 6 : Q x T’ — 20xTx{L.N.k}

Bemerkung

Eine NTM kann in einer gegebenen Situation (Zustand, gelesenes Zeichen)
zwischen verschiedenen Aktionen (Zeichen schreiben, Kopfbewegung, Folge-
zustand) wéhlen. Dies gilt nicht fiir Endzustédnde.

Definition

FEine nichtdeterministische TM A = (Q,%,1',6,s, ., F') akzeptiert ein Wort
w € ¥, falls es mindestens eine Berechnung gibt, bei der sie in einem End-
zustand stoppt. Die von A akzeptierte Sprache L(A) C ¥* ist die Menge der
akzeptierten Worter.

Satz
Zu einer NTM A gibt es eine DTM B mit L(B) = L(A).

B Beweis: Wir konstruieren zunéchst eine DTM Bs mit drei Béandern,
wobei

e das erste Band die Eingabe enthélt,
e das zweite Band eine mogliche Berechnung von A codiert und

e das dritte Band nacheinander die Konfigurationen der jeweiligen Be-
rechnung von A enthélt

In jedem Schritt hat A hochstens

= )
r=_max [|5g,a)
viele Moglichkeiten. Jede Berechnung von A 148t sich also als Wort iiber dem
Alphabet {1,...,r} codieren. B3 braucht daher nur auf dem zweiten Band
die Worter aus {1,...,r}" (sortiert nach wachsender Léinge) aufzuzihlen und
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bei der Berechnung auf dem dritten Band die darin codierten Auswahlen zu
treffen. Nach dem Ende jeder Berechnung wird das dritte Band gel6scht und
die Eingabe vom ersten Band darauf kopiert.

Eine DTM B kann nun die drei Béander von Bs mit Hilfe eines Bandalphabets
I's = (' x {x,_})* UX U {_} simulieren, das neben den Inschriften der drei
Bénder auch die Positionen der 3 Schreib-/Lesekopfe codiert:

3 Bander 1 Band, 6 Spuren

Bei Eingabe von w = a; ---a, tauscht B die Bandinschrift zundchst gegen
(a1,%, -, %, a1,x)(az, - -, -, ag, ) -+ (@n, -, -, —, ap, -) aus. Um einen Schritt von
Bs zu simulieren, geht B

i) vom linkesten Feld zum rechtesten Feld, das mindestens eine x-Markie-
rung hat, und merkt sich (durch entsprechende Zustidnde) die Zeichen
an den Positionen der 3 x-Markierungen, dann

ii) zuriick nach links, wobei an den mit x markierten Felder die I'-Eintriige
und x-Markierungen entsprechend den Ubergangen in Bs gedndert wer-
den

und schlieBlich in einen Zustand, der dem neuen Zustand von Bs entspricht.
O

Korollar
FEine (nicht)deterministische TM mit k Béandern kann durch eine (nicht)deter-
ministische T'M mit einem Band simuliert werden.
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Satz
Zu jeder Grammatik G existiert eine Turingmaschine A mit L(G) = L(A).

B Beweis: Eine nichtdeterministische TM A schreibt das Startsymbol
der Grammatik hinter die Eingabe auf das Band, wdhlt dann jeweils eine
Ableitungsregel, fiihrt die Ersetzung durch und vergleicht das Resultat mit
der Eingabe. Die Inschriften hinter der Eingabe sind damit genau die in der
Grammtik ableitbaren Satzformen, sodass die Eingabe genau dann akzeptiert
wird, wenn sie aus dem Startsymbol erzeugt werden kann. U

Folgerung
FEine Sprache ist genau dann rekursiv aufzédhlbar, wenn sie von einer Turing-
maschine akzeptiert wird.

Bemerkung
Aus den Ergebnissen des nédchsten Abschnitts wird folgen, dass es auch Spra-
chen gibt, die nicht vom Typ 0 sind.



5.1

5.2

Kapitel 5

Entscheidbarkeit und
Berechenbarkeit

Wir wenden uns nun grundsétzlichen Fragen zu, ndmlich den Fragen nach
der prinzipiellen Losbarkeit von Problemen. Dazu stellen wir auch einen Zu-
sammenhang zwischen Sprachen und Berechnungen her.

5.1 Entscheidbarkeit

Definition
e FEine Sprache L C ¥* heiflt entscheidbar (auch: rekursiv), wenn es eine
Turingmaschine gibt, die auf allen Eingaben w € Y* stoppt, und w
genau dann akzeptiert, wenn w € L.

e FEine Sprache L C ¥* heifit semi-entscheidbar (auch: rekursiv aufzihl-
bar), wenn es eine Turingmaschine gibt, die eine Eingabe w € ¥* genau
dann akzeptiert, wenn w € L.

Bemerkung

Fiir semi-entscheidbare Sprachen wird nicht verlangt, dass eine akzeptierende
TM auf allen Eingaben stoppt. Per Definition sind die semi-entscheidbaren
Sprachen genau die Sprachen vom Typ 0.

Frage: Kann fiir Probleme, bei denen jede Instanz eine eindeutige Antwort
hat, diese auch immer berechnet werden?

62

nein
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Wir zeigen die Existenz einer Sprache, die nicht entscheidbar ist, fiir die das
Wortproblem also nicht durch eine Turingmaschine gelost werden kann.

Dazu betrachten wir eine Normalform fiir Turingmaschinen: Eine DTM A =

(@Q,%2,T,0,s,_, F) ist in Normalform, falls gegebenenfalls
umcodieren!

= {q1,-- -t}
= {O’ 1}
{0,1,-}

= ¢

= {CIQ}

N e H MO

Bemerkung
Jede Turingmaschine kann durch eine DTM in Normalform simuliert werden.

Normierte Turingmaschinen kénnen durch Bindrworter codiert werden:

Definition

Sei A eine Turingmaschine in Normalform. Eine Transition 6(¢;, a;) = (g, as, by)
werde durch 0°10710710°10" codiert, wobei a; = 0, ay = 1, a3 = _, by = L,
b, = N, by = R bedeute. Sind ¢y, ..., c,, die Codierungen aller Transitionen
von A (in beliebiger Reihenfolge), dann heifit

(A) == 11111111 ... 11ep, 111

die Godelnummer von A.

Bemerkung

Jede Turingmaschine kann (in Normalform gebracht und) durch ein Binérwort
dargestellt werden. Umgekehrt entspricht jedes Bindrwort héchstens einer
Turingmaschine (in Normalform).

Wir vereinbaren, dass Binédrworter, die keine Turingmaschine in diesem Sinn
beschreiben, eine TM codieren, die auf keiner Eingabe stoppt und somit die
leere Sprache () akzeptiert.

Definition
Eine Turingmaschine, die bei Eingabe von (A)w € {0,1}" die Berechnung
von A mit Eingabe w simuliert, heiit universelle Turingmaschine.

Zu w € {0,1}" sei A(w) die Turingmaschine mit Gédelnummer w, d.h.
(A(w)) = w (mit geeigneter Interpretation im Sonderfall, dass w keine Tu-
ringmaschine codiert).
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Satz (Diagonalisierung)
Die Diagonalsprache

Lp:={we{0,1}" : wé¢ L(A(w))}
ist nicht entscheidbar.

B Beweis: Wire Lp entscheibar, so gidbe es eine Turingmaschine A, die
auf allen Eingaben hilt und ein Wort w € {0,1}" genau dann akzeptiert,
wenn w € Lp. Wende A nun auf die Eingabe (A4) € {0,1}" an:

1. Fall: ((A) € Lp)
Dann akzeptiert A die Eingabe (A), d.h. (A) € L(A), im Widerspruch

zur Definition von Lp.

2. Fall: ((A) ¢ Lp)
Dann akzeptiert A die Eingabe (A) nicht, d.h. (A) ¢ L(A), im Wider-
spruch zur Definition von Lp.

O

Dieser Satz liefert nicht nur ein unentscheidbares Problem (das Wortproblem
fiir Lp), sondern hat weit reichende Konsequenzen:

Definition (Halteproblem)
Das Halteproblem ist das Wortproblem der Sprache

Ly :={wv € {0,1}" : A(w) stoppt auf Eingabe v} .

Satz
Das Halteproblem ist unentscheidbar.

B Beweis: Angenommen, es existiert eine stets haltende TM A mit L(A) =
Ly. Wir konstruieren daraus eine stets haltende TM, die Lp = {0,1}"\ Lp
entscheidet. Dies ist dann ein Widerspruch zur Unentscheidbarkeit von Lp,
da mit einer Sprache auch deren Komplement entscheidbar ist. Um zu ent-
scheiden, ob eine Eingabe w € Lp, priift die konstruierte Maschine zunéchst,
ob w eine Turingmaschine entsprechend Definition 5.4 codiert. Falls ja (an-
dernfalls ist w € Lp, da L(A(w)) = 0 gemifl Bemerkung 5.5) wird A auf ww
angewandt.
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1. Fall: (ww ¢ Lp)
Dann stoppt A(w) nicht auf w, also ist w ¢ L (A(w)) und somit w ¢
Lp.

2. Fall: (ww € Lp)
Dann stoppt A(w) auf w und es ist w € Lp <= w € L (A(w)).

Wir hitten also ein Entscheidungsverfahren fiir L und damit auch fiir Lp.
Dies ist ein Widerspruch zu Satz 5.7. 0

Satz
Die universelle Sprache

Ly :={wv e {0,1}" : ve L(A(w))}
ist nicht entscheidbar.

B Beweis: Wire Ly entscheidbar, so konnte insbesondere fiir jede Eingabe
ww € {0,1}" entschieden werden, ob w € L (A(w)) und wir hitten somit ein
Entscheidungsverfahren fiir Lp — Widerspruch. U

Satz
Die universelle Sprache Ly ist semi-entscheidbar.

B Beweis: Ly ist die Sprache der universellen Turingmaschine: Bei Ein-
gabe von wv € {0,1}" gilt:

o Akzeptiert A(w) die Eingabe v, dann nach endlich vielen Schritten,
sodass wv auch von der universellen TM nach endlich vielen Schritten
akzeptiert wird.

o Akzeptiert A(w) die Eingabe nicht, dann wird wv auch von der univer-
sellen TM nicht akzeptiert (unabhingig davon, ob A(w) stoppt oder
nicht).

0
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Lemma
Sind eine Sprache L C ¥* und ihr Komplement L semi-entscheidbar, dann
ist L sogar entscheidbar.

M Beweis:  Seien A und A Turingmaschinen mit L(A) = L und L(A) = L
sowie die Zustandsmengen ) und ) gegeben. Wir konstruieren eine TM B
mit zwei Bandern, die auf allen Eingaben hélt und genau L akzeptiert.

Die Maschine B kopiert zundchst die Eingabe auf das zweite Band. Die Zu-
standsmenge enthalte alle Paare Q x @ und B arbeite auf dem ersten Band
wie A und gleichzeitig auf dem zweiten Band wie A. Eine der beiden Simu-
lationen stoppt in einem Endzustand, sodass B eine Eingabe akzeptiert oder

verwirft, je nachdem, ob A oder A akzeptiert hitte. 0
Satz

Ly ist nicht rekursiv aufzéhlbar.

B Beweis: Angenommen, Ly sei rekursiv aufzihlbar. Da Ly rekursiv
aufzahlbar ist, folgt dann mit obigem Lemma, dass Ly sogar entscheidbar ist
— Widerspruch. 0

5.2 Berechenbarkeit

Wenn eine Turingmaschine A bei Eingabe von w € ¥* stoppt, kann die Band-

inschrift als Ausgabe gedeutet werden. Sie berechnet damit eine (partielle)
Funktion f4 : X" — I'.

Definition

FEine (partielle) Funktion f : ¥* — I'* heiBit (Turing-)berechenbar, wenn es
eine Turingmaschine gibt, die auf einer Eingabe w € ¥* genau dann stoppt,
wenn f(w) definiert ist, und dabei f(w) € I'* ausgibt. In diesem Fall realisiert
die Turingmaschine die Funktion f.

Bemerkung

Eine Sprache L C ¥* ist entscheidbar genau dann, wenn ihre charakteris-
tische Funktion f, : ¥* — {0,1} (fr(w) =1 <= w € L) berechenbar
ist.

Folgerung
Es gibt Funktionen, die nicht (Turing-)berechenbar sind.
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Vermutung (Church-Turing-These)

Jede im intuitiven Sinne berechenbare Funktion ist (Turing-)berechenbar.

Alternativ: Jedes algorithmisch l6sbare Problem kann mit Hilfe einer Turing-
maschine geltst werden.

Nach dem fiir allgemeine Aussagen besonders geeigneten Automatenmodell
der Turingmaschine betrachten wir noch eine von Grund auf mathematische
Charakterisierung des Berechenbarkeitsbegriffs, der diese These untermauert.

Definition (Primitiv rekursive Funktionen)
Die Grundfunktionen sind definiert durch

null® :INF - Ny mit  (ng,...,n)— 0
succ :INg — INg mit n —n+1
proj™ Nk — Ny mit (n1,...,n5)— n

fiir alle k € Ny und 1 < < k. Fiir alle k € Ny, | € N entsteht g : Nf — Ny
aus f : N) — Ng und f; : N& — No,...,f; : Nf — Ny durch Komposition,
falls fiir alle ny,...,ny € Ny gilt

gny,....,ng) = f(filne,...,nk), ..., filng,...,ng)) -

Fiir alle k € Ny entsteht g : Ngt' — INg aus f1 : NE — Ng und fo : NG —
INg durch primitive Rekursion, falls fiir alle nq,...,n € Ny gilt

g(ny,...,n,0) = fi(ng,...,ng)
g(nl,...,nk,i+1) = fg(nl,...,nk,i,g(nl,...,nk,i)) .
Die primitiv rekursiven Funktionen sind genau diejenigen, die durch end-

lichmalige Anwendung von Komposition und primitiver Rekursion aus den
Grundfunktionen gebildet werden kénnen.
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5.19 Beispiel
1. Die natiirlichen Zahlen sind (konstante) nullstellige primitiv rekursive

Funktionen
n = succ(succ(- - -suce(null®) - .. )) fiir alle n € N
nEa]

2. Die Additionsfunktion add : IN§ — Ny ist primitiv rekursiv:
add(n,0) = proj"(n)
add(n,m+1) = succ(proj(33)(n,m,@(n,m))) :

3. Die Multiplikationsfunktion mult : N2 — Wy ist primitiv rekursiv:

mult(n,0) = null™(n)

mult(n,m+1) = add(projgg)(n,m, mult(n,m)), proj(gg)(n,m,mu]t(n,m))) :
4. Die Ackermannfunktion ack : N2 — Wy, definiert durch wird oft
- mit
leich
m fiiri =0, n € INg lecwgtral?i—
ack(i,n) = { ack(i — 1,2) fiiri € N, n =0 lungen

ack(i — 1,ack(i,n — 1)) fiiri,n € N,

ist nicht primitiv rekursiv, denn sie wéchst schneller als jede primitiv
rekursive Funktion (ohne Beweis). Einen Eindruck vom Wachstum der
Ackermann-Funktion bekommt man, wenn man fiir alle v € Ny die
Funktionen A;(n) = ack(i,n) definiert. Diese kénnen wie folgt gedeutet
werden:

Ag(n) = 2+...42 = 2-n n-fache Summe von 2

n-mal

Ain) = 2-...-2 =2" n-faches Produkt von 2
n-mal
2

As(n) = 2% n-fache Potenz von 2

n-mal

Beispielsweise ist ack(2,5) = Ay(5) = 29953 & 1019728,
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5.20 Definition (Rekursive Funktionen)
Fiir alle k € Ny entsteht pf : NE — Ng aus f : NE™' — Ny durch Minimali-
sierung, wenn

f(ni,...,ng,n) =0 und
f(ny,...,ng,n') >0 VYn' <n

pf(ng,...,ng) =n <= {
Die (u-)rekursiven Funktionen sind genau diejenigen, die durch endlichmalige
Anwendung von Komposition, primitiver Rekursion und Minimalisierung aus
den Grundfunktionen gebildet werden kénnen.

5.21 Satz
FEine Funktion ist genau dann (Turing-)berechenbar, wenn sie rekursiv ist.



6.1

Kapitel 6

Komplexititstheorie

Abschlieflend untersuchen wir 16sbare Probleme etwas genauer im Hinblick
auf den fiir die Losung benotigten Aufwand, d.h. die Effizienz von Losungs-
verfahren.

Dazu werden wir zunéchst beliebige (formale) Probleme durch formale Spra-
chen ausdriicken.

Beispiel (Traveling Salesman Problem, TSP)
Gegeben: FEin vollstindiger Graph G = (V, E), d.h.

vV o= {l,...,n} (,Stadte)
E = {{i,j}:di,jeVi#75} (,Verbindungen®)

und eine positive, ganzzahlige Distanzfunktion d : E — IN (, Entfer-
nungen®).

Gesucht: (Hier 3 Varianten)

(1) (Optimierungsproblem, Optimallésungsproblem)
Eine Rundreise (Tour), die jede Stadt genau einmal passiert, und
minimale Lénge unter allen Rundreisen hat. Aquivalent: eine Per-
mutation m: V — V so, dass

d(m(n), (1)) + i d(m(i),7(i+ 1))
minimal ist.

70



Theoretische Informatik (SS 2006) 71

(2) (Optimalwertproblem)
Die minimale Lénge einer Tour.

(3) (Entscheidungsproblem)
Antwort auf die Frage ,Gibt es eine Tour der Lédnge héchstens
k7%, wobei k € N ein zusétzlicher Eingabeparameter ist.

Wir zeigen zunéchst, wie ein Entscheidungsproblem in ein Wortproblem
iibertragen werden kann, und dann, dass mit Hilfe eines Losungsverfahrens
fur (3) auch (1) und (2) gelost werden kénnen.

Ein Problem II ist gegeben durch

e cine allgemeine Beschreibung der relevanten Parameter

e cine genaue Beschreibung der Eigenschaften einer Losung

Ein Problembeispiel I (Instanz) von IT entsteht durch Festlegung der Parame-
ter. Ein Codierungsschema o : II — >* ordnet jeder Instanz eines Problems
ein Wort iiber einem Alphabet zu. Zwei Codierungsschemata oy, 09 heiflen
aquivalent bzgl. eines Problems II, falls es Polynome py, ps mit

lou(D] < pilloa(D)]) und oo ()] < pa(lorn(1)])

fiir alle I von II gibt.

Ist II ein Entscheidungsproblem, kénnen die Instanzen in eine Klasse von
Ja-Beispielen J C II und eine Klasse von Nein-Beispielen Ny = 11\ J
aufgeteilt werden.

Ein Codierungsschema o : II — X* liefert dann drei Klassen von Wértern
iiber X, die

e kein Beispiel I € II
e cin Ja-Beispiel I € Jy

e cin Nein-Beispiel I € Ny

codieren.
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Definition
Die zu einem Entscheidungsproblem Il und Codierungsschema o : 11 — ¥*
gehorige Sprache besteht aus den Codierungen aller Ja-Beispiele, d.h.

L(Il,0) :={w e X : w=o0(I) firein I € Jy}

Beispiel
Zahlen konnen dezimal, bindr, unér, usw. codiert werden. Bei k-drer Codie-
rung (d.h. durch Wérter iiber {0, ...,k — 1}) ist die Lange der Codierung

e ciner natiirlichen Zahl i € IN gegeben durch |o(i)| = |1+ log i],
e einer rationalen Zahlr = £ € Q gegeben durch |o(p)| + |o(q)| + 1 und

d
e cines Vektors z = (xy,...,24) € Q¢ entsprechend |o(x)| = > |o(x;)] +

(d—1) -

Ein Graph kann z.B. durch seine Adjazenzmatrix codiert werden.

Bemerkung
Fiir k > 2 sind alle k-édren Codierungen dquivalent, und nicht dquivalent zur
unédren Codierung.

Definition

Eine Turingmaschine A 16st ein Entscheidungsproblem II mit Codierungs-
schema o : 11 — X*, falls sie auf jeder Eingabe w € ¥* stoppt und L(A) =
L(I1, o).

Bemerkung
Ein Entscheidungsproblem 11 ist also Iésbar, wenn L(I1, o) fiir ein Codie-
rungsschema o entscheidbar ist.

Definition
Sei A eine deterministische Turingmaschine. Die Zeitkomplexitdtsfunktion
T4 : IN — NN ist definiert durch

Tx(n) = max {t : A stoppt bei Eingabe von w € X" nach t Schritten } .

bzw. t = 1, falls A nicht stoppt

Trennzeichen!
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Definition

Die Klasse P ist die Menge aller Sprachen (Probleme), fiir die eine determinis-
tische Turingmaschine mit polynomialer Zeitkomplexitdtsfunktion existiert,
d.h. es gibt eine DTM A und ein Polynom p mit

Ta(n) < p(n)

fiir allen € IN.

Bemerkung
Wir erlauben nur Codierungsschemata, die

e keine iiberfliissige Information enthalten

e Adquivalent zur Bindrcodierung sind

und konnen daher auf die Angabe des speziellen Codierungsschemas verzich-
ten.

Am Beispiel des TSP zeigen wir noch, wie Optimierungs- und Optimal-
wertprobleme polynomial auf Entscheidungsprobleme zuriickgefiithrt werden
konnen. Ist das Entscheidungsproblem in polynomialer Zeit 16sbar, dann also
auch die zugehorigen Optimalwert- und Optimallésungsprobleme.

Algorithmus 3: TSP: Entscheidungsproblem ~ Optimalwertproblem

D — maxd(i, )
0]
L+~ 0und H<+~n-D
while L < H do
if es ex. Tour der Linge < {#W then
| H— [E2]
else
| L [H+1]

H ist die Lange einer kiirzesten Tour

bindre
Suche
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Algorithmus 4: TSP: Optimalwertproblem ~ Optimierungsproblem

D — max d(i, j)
OPT HJLange einer kiirzesten Tour
fort=1,...,n—1do
for j=1+1,...,ndo
d=d(i,j)
d(i,j) =D +1
if Lange einer kiirzesten Tour > OPT then
[ d(i,j) —d

eine kiirzeste Tour besteht aus allen {i, 7} mit d(i,7) < D + 1.

P ist beziiglich deterministischer TMn definiert. Bei den endlichen Automa-
ten fiihrt Nichtdeterminismus (bei gleich bleibender Erkennungsméchtigkeit)
eventuell zu einem Effizienzgewinn.

6.10 Definition
Sei A eine nichtdeterministische TM und T4 : ¥>* UIN — IN definiert durch

L it die Linge ef
min {t: 190 (1¢ Lanise emer } falls w € L(A)

Ta(w) = akzeptierenden Berechnung

1 falls w ¢ L(A)
und
Ta(n) = max {Ty(w) : we X"} .

6.11 Bemerkung
Da wir uns nur fiir akzeptierende Berechnungen interessieren, ist Tq(n) = 1,
falls es kein Wort w € ¥ N L(.A) gibt.

6.12 Definition
Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen (Probleme), fiir die eine nicht-
deterministische Turingmaschine mit polynomialer Zeitkomplexitatsfunktion
existiert, d.h. es gibt eine NTM A und ein Polynom p mit

Ta(n) < p(n)

fiir allen € IN.
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Es ist haufig praktischer, den Nichtdeterminismus einer NTM zu biindeln.
Wir betrachten daher nichtdeterministische TMn, die aus DTMn durch Vor-
schalten eines Orakels entstehen: Das Orakel fiigt zunéchst ein Wort aus I'™*
zur Eingabe hinzu, um danach deterministisch weiter zu rechnen (vgl. Beweis
der Aquivalenz von NTM und DTM). Die Klasse NP dndert sich durch diese
Modifikation nicht.

Verwendung des Orakels:

1. Das Orakel schreibt eine Losung (Berechnungsweg, Beweis) aufs Band.

2. Der deterministische Teil der Maschine iiberpriift die Losung bzw. wer-
tet sie aus.

Beispiel (TSP, Entscheidungsvariante)

Zu gegebenem Graphen G = (V, E) schreibt das Orakel eine Permutation
7w :V — V aufs Band. Eine DTM kann in polynomialer Zeit priifen, ob die
Permutation m einer Tour der Liange hichstens k entspricht. Also TSP € N'P.
Es ist allerdings nicht bekannt, ob TSP auch in P liegt.

6.1 NP-Vollstindigkeit

Offensichtlich gilt P C N'P.

Frage (P = NP Problem)

Gibt es Probleme in N'P, die nicht in P sind? s. Prolog
Vermutung:
. . . . .. . ) P#NP
Die Frage bleibt offen, wir zeigen aber, dass einige Probleme in /P mindes-

tens so schwer sind wie alle anderen in NP, sodass aus der Zugehorigkeit
eines solchen Problems zu P sofort P = NP folgen wiirde.

Definition

Eine polynomiale Transformation einer Sprache L; C Y7 in eine Sprache
Lo C ¥ ist eine Funktion f : ¥} — 3% mit folgenden Eigenschaften:

e cs existiert eine polynomiale deterministische TM, die f berechnet

e fiir allew € X3 gilt: w € L1 < f(w) € Ly
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Wir schreiben dann Ly < Lo (,,Ly ist polynomial transformierbar in Ly“). ,hicht
schwieriger
6.16 Definition als

FEine Sprache L heifit N'P-vollstindig, falls

1. L € NP und
2. fiir alle I € N'P gilt I < L.

6.17 Folgerung
Falls L1, Ly, € NP und L, < L, fiir Ly N'P-vollstindig, dann ist auch L,
NP-vollstéindig.

Der Nachweis, dass ein Entscheidungsproblem II NP-vollstindig ist, kann
nach folgendem Schema gefithrt werden:

1. Zeige, dass II € N'P.

2. Zeige fiir ein (bekanntermafien) NP-vollstédndiges Problem II', dass
I < II.

Dabei wird ein Problem IT jeweils mit einer zugehorigen Sprache L(II,0)
identifiziert. Die Korrektheit des Vorgehens ergibt sich unmittelbar aus der
Transitivitdt der polynomialen Reduzierbarkeit (L; < Lo und Ly < Ly —
L1 < Ls).

Eine Verankerung liefert das folgende Problem:

6.18 Problem (SAT: Satisfiability; Erfiillbarkeitsproblem)
Gegeben: FEine Menge X = {zi,...,z,} von booleschen Variablen, eine
Menge C = {C},...,C,,} von Disjunktionen aus Literalen x;,@; iiber
X, d.h. Klauseln der Form C; =y, V ...V y, mit y; € {x1,...,2,} U
{Z1,.... 7}

Frage: Gibt es eine (Wahrheits-)Belegung t : X — {0,1} so, dass
Y = Cl VANPIRAN Cm
erfiillt ist, d.h.

Hp) = tH(C)) = ... = t(Cp) =17
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6.19 Satz (Cook)
SAT ist N'P-vollstéindig.

B Beweisskizze:

1. SAT € NP, da fiir eine Instanz mit m Klauseln eine Wahrheitsbelegung
der n Variablen geraten und in Zeit proportional zur Lange der Formel
iiberpriift werden kann.

2. Zu einer NTM A fiir ein gegebenes Problem in NP wird eine Kon-
struktionsvorschrift angegeben, die eine Eingabe fiir A in polynomialer
Zeit so in eine Formel fiir SAT umwandelt, dass die Formel genau dann
erfiillbar ist, wenn es eine akzeptierende Berechnung gibt.

Je eine Variable driickt aus,

e dass A zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle k& steht

e dass A zum Zeitpunkt ¢ im Zustand q ist

e dass der Bandinhalt an der Stelle £ zum Zeitpunkt ¢ das Symbol
a ist

Die Klauseln driicken aus,

e dass A zum Zeitpunkt ¢ in genau einem Zustand ist

e dass der Schreib-/Lesekopf zum Zeitpunk ¢ an genau einer Stelle
steht

e dass das Band zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle £ genau ein Zeichen
enthéalt

e welche Anfangskonfiguration A hat

e welche Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ + 1 auf eine gegebene Kon-
figuration zum Zeitpunkt ¢ folgen kann

e dass A in einem akzeptierenden Zustand endet.

Da die Rechenzeit von A polynomial begrenzt ist, ist auch die Trans-
formation polynomial.

O
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Satz
Sei L eine N'P-vollstéindige Sprache, dann gilt

1. LeP=P=NP

2. L ¢ P =P # NP und fiir alle N'P-vollsténdigen Sprachen L' gilt
L'gp

B Beweis:

1. Ist L € P, so existiert eine polynomiale DTM, die L akzeptiert. Da
L NP-vollstindig ist, existiert zu jeder anderen Sprache L' in NP
eine polynomiale DTM, die L’ in L transformiert. Die Hintereinander-
ausfithrung liefert eine polynomiale DTM, die L’ akzeptiert.

2. Sei L € P aber es existiere eine N'P-vollstindige Sprache L' € P. Dann
folgt mit 1., dass P = NP (im Widerspruch zu L € NP\ P).
O

Satz
Zu jeder Sprache L € N'P gibt es ein Polynom p und eine deterministische
TM mit exponentieller Zeitkomplexitat 27" die L akzeptiert.

B Beweisskizze: Die NTM zu L habe Zeitkomplexitét beschriankt durch
q(n) fiir ein Polynom ¢ und in jedem Rechenschritt hochstens r Alternativen.
Eine DTM braucht dann nur alle Berechnungen der Linge r4(™ = 24(n)logr
zu simulieren. 0

Problem (k-SAT)

Gegeben: FEine Menge X = {x1,...,x,} boolescher Variablen und eine
Menge C = {Cy,...,Cy} von Klauseln mit |C;| = k fiir alle i =
1,....,m.

Frage: Gibt es eine erfiillende Belegung fiir ¢ = C1 A--- ANCyp, 7

Satz
3-SAT ist N'P-vollstéindig.

B Beweis:

1. Da SAT € NP ist auch 3-SAT € NP.

siehe

Beweis
L(NTM) =
L(DTM)
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2. Wir zeigen, SAT < 3-SAT.

Gegeben sei eine Menge C' = {C1, ..., C,,} von Klauseln {iber Variablen
X =A{z1,..., 2.}

Klauseln C; mit |C;] = 1,2 werden durch Wiederholung des ersten
Literals zu 3-elementigen Klauseln verlédngert. Betrachte daher C; =
y1 V- Vy, mit k> 3.

Wir fiithren £ — 3 neue Variablen zj- ein und ersetzen C; durch

Cizyﬂ/szi
Cy=2VysVz
Cl=2Vys V2

Ch_y= Zi 2V Yp-1 VU

CiA---AC}_, ist genau dann erfiillbar, wenn eines der Literale yy, . . ., yx
mit 1 belegt wird. Damit ist die Eingabe fiir SAT genau dann erfiillbar,
wenn die transformierte Klauselmenge fiir 3-SAT erfiillbar ist.

Die Transformation ist polynomial.

6.24 Bemerkung
2-SAT € P.

6.25 Problem (DHC: gerichteter Hamiltonkreis)
Gegeben: FEin gerichteter Graph G = (V, E)

Frage: Existiert ein gerichteter Zykel in G, der jeden Knoten genau einmal
enthalt?

6.26 Satz
DHC ist N'P-vollsténdig.

B Beweis:

1. DHC € NP, da der Kreis geraten werden kann.

Chomsky-NF
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2. Wir zeigen, 3-SAT < DHC.

Dazu konstruieren wir aus einer Instanz (X, C) fiir 3-SAT einen gerich-
teten Graphen, der genau dann ein Hamiltonkreis enthélt, wenn es eine
erfiillende Belegung gibt.

Der Graph enthélt einen Knoten pro Variable und zunéchst einen wei-
teren Knoten pro Klausel.

Fiir jedes Literal fithren wir einen gerichteten Weg ein, der beim zu-
gehorigen Variablenknoten beginnt, dann alle Klauselknoten besucht,
in denen das Literal auftritt und beim Knoten der nachfolgenden Va-
riable endet.

Variablenknoten haben damit je 2 einlaufende und 2 auslaufende Kan-
ten, Klauselknoten deren 3.

Beispiel: (71 VT3V x3) A (TTV 2, VT A (T1 VT3 V T3)

Ein Hamiltonkreis benutzt an jedem Variablenknoten genau eine aus-
laufende Kante und korrespondiert daher mit einer Belegung. Da es
aber egal ist, ob eine erfiillende Belegung ein, zwei oder drei Literale
einer Klausel erfiillt, ersetzen wir die Klauselknoten noch durch
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— —>
— —
— —

ci

Zu jeder erfiillenden Belegung existiert nun ein gerichteter Hamilton-
kreis und umgekehrt.
O

6.27 Bemerkung
Das Problem DEC (gerichteter Eulerkreis: ein gerichteter Zykel, in dem jede
Kante genau einmal vorkommt) ist in P.

6.28 Problem (HC (Hamiltonkreis))
Gegeben: FEin ungerichteter Graph G = (V, E).

Frage: Gibt es einen Zykel in G, der jeden Knoten genau einmal enthalt?

6.29 Satz
HC ist N'P-vollstéindig.

H Beweis:

1. HC € NP, da wir den Zykel raten kénnen.

2. Wir zeigen, dass DHC < HC.

Dazu wird im gerichteten Graphen der Instanz fiir DHC an jedem Kno-
ten die folgende Ersetzung durchgefiihrt:
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Ein gerichteter Hamiltonkreis liefert sofort einen zugehorigen ungerich-
teten. Fiir einen ungerichteten Hamiltonkreis legen wir eine Durchlauf-
richtung fest, die der Richtung irgendeiner Kante im gerichteten Graph
entspricht.

Dies liefert einen gerichteten Hamiltonkreis im gerichteten Graphen,
denn wiirde im ungerichteten Graphen ein Knoten in der ,falschen®
Richtung verlassen, konnte der Hamiltonkreis den mittleren Knoten

nicht mehr enthalten.
O

6.30 Bemerkung
Es gilt wieder EC € P (ungerichteter Eulerkreis)

6.31 Satz
TSP ist N'P-vollsténdig.

B Beweis:

1. TSP € NP wissen wir bereits.

2. Wir zeigen, dass HC < TSP.
Als Instanz fiir HC sei der ungerichtete Graph G = (V| E) gegeben.

Wir transformieren ihn in einen vollstandigen Graphen G’ = (V, E’)
mit Distanzfunktion:

1 falls {i,j} € E

d({i,j}) =
({i.33) {2 falls {i,) ¢ E
als Eingabe fiir TSP. Dann existiert ein Hamiltonkreis in G genau dann,

wenn es in G’ eine Tour der Lange hochstens |V| gibt.
0
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