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1 Einfiihrung

Beim Zeichnen von Graphen trifft man auf verschiedene Arten von Layouts. Unter anderem
gibt es Graphen, bei denen die Knoten auf Lagen angeordnet sind und die Kanten zwischen
den Lagen verlaufen Diese nennt man deshalb auch Lagen-Layouts. Dabei kann man ohne
Einschrinkung annehmen, dass die Kanten nur zwischen Knoten von benachbarten Lagen
existieren. Dies kann durch Einfithrung von sog. Dummy-Knoten erreicht werden.

Abbildung 1: Einfithrung von Dummy-Knoten (rot).

Um solche Lagen-Layouts nun moglichst lesbar darzustellen, versucht man die Anzahl der
Kantenkreuzungen zu minimieren. Diese Zahl hingt also von der Anordnung der Knoten
innerhalb einer Lage ab. Leider ist dieses Problem N P-vollsténdig [2]. Weshalb man auch
versucht, es auf ein kleineres Problem zu reduzieren. Man beginnt nun bei der untersten
Lage und legt fiir deren Knoten eine Ordnung fest. Dann ordnet man die Knoten der
darauffolgenden Lage so an, dass die Kantenkreuzungszahl minimal wird. Dies fithrt man
sukzessive weiter, bis fiir alle Lagen eine Ordnung definiert wurde. Betrachtet man das
Problem nun auf diese Weise, so kann man es reduzieren auf die 1-seitige Kreuzungsmini-
mierung. Dabei wird ein Graph mit 2 Lagen betrachtet, wobei in einer Lage die Anordnung
der Knoten fest ist. Doch auch dieses reduzierte Problem ist immer noch N P-vollstindig
[7].

Nun gibt es verschiedene Ansétze zur Losung. Eine Moglichkeit ist es, Heuristiken dafiir
anzugeben (z.B. [3], [7]). Das Problem von Heuristiken ist jedoch, dass man fiir die Qua-
litdt der Losung nur sog. Giitegarantien angeben kann. Deshalb wird hier ein Algorithmus
vorgestellt, der auf einer anderen Methode beruht. Der Algorithmus gehort zu den ”fized
parameter tractable”-Algorithmen, bzw. zur Klasse FPT. Diese Algorithmen zeichnen sich
dadurch aus, dass fiir einen festen Parameter k, der hier die Anzahl Kantenkreuzungen
angibt, das Problem in f(k)-n® gelost wird. Wobei « eine Konstante ist und n die Anzahl
der Knoten. Dies trifft auch hier zu, da die Laufzeit der 1-seitigen Kreuzungsminimierung
O(¢* - n?) ist, mit ¢ = %5

In Kapitel 2 wird das Problem formuliert und es werden Grundlagen und Ergebnisse vor-
gestellt, die fiir den Algorithmus wichtig sind. Im Folgenden wird dann der Algorithmus
detailliert angegeben, sowie ein Beweis fiir dessen Korrektheit und Laufzeit. Abschlieend
werde ich noch kurz etwas genauer auf FPT-Algorithmen eingehen.
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2 Problemstellung und Grundlagen

2.1 Problemstellung

Problem: 1-SEITIGE KREUZUNGSMINIMIERUNG (G, 7y, k)

Gegeben: Ein bipartiter Graph G = (V, F) mit V = L1 U Ly und E = L; X Ls. Dabei
sind Ly und L, disjunkte Knotenmengen, die auf zwei Lagen angeordnet sind. Weiterhin
ist eine feste Ordnung 7; fiir die Knotenmenge L; gegeben und ein k£ € N.

Frage: Existiert ein 2-Lagen-Layout (G, m,ms), welches die Ordnung 7 respektiert und
hochstens k& Kantenkreuzungen hat?

iy L]_, mn fest

Lg, I fie1

L . .

Abbildung 2: Ein 2-Lagen-Layout mit fester Ordnung 7, auf L; und freier Lage L.

2.2 Grundlagen

Von nun an ist G immer ein bipartiter Graph mit fester Ordnung 7 auf der oberen Lage
Ly. Ziel ist es, die Anzahl Kantenkreuzungen zu reduzieren.

Definition 1:

1. Fir ein 2-Lagen-Layout (G,m,ms) gibt c¢r(G,m, ) die Anzahl Kantenkreuzungen
an.

2. Die minimale Anzahl Kreuzungen wird durch opt(G,m) = ming,{cr(G,m,m)}
ausgedrickt.

3. Fiir ein Problem (G, 1, k) und zwei Knoten v, w € Lo gibt die Kreuzungszahl c,,,
an, wie viele Kreuzungen die Kanten, die inzident zu v sind, mit Kanten, die inzident
zu w sind, in einer Zeichnung mit v < w erzeugen. Die Kreuzungszahl c,,, ist fiir
w < v.

Die folgende Behauptung trifft Aussagen iiber eine untere und obere Schranke fiir die An-
zahl Kreuzungen, wenn man die Knotenpaare einzeln betrachtet.

Behauptung 1: [6] Die Gesamtanzahl von Kreuzungen in einem 2-Lagen -Layout (G, 7y, 72)

18t:
cr(G,m,ma) = Z Cows (1)

Yo<wéEmso
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die Summe geht hier tiber alle geordneten Paare v < w von s
weiterhin gilt:

Z min(cvw,cwv) < Opt(G, 771) < Z m&.’L’(CUw,va), (2)

v, wE Lo v,WE Loy

die Summe geht hier iiber alle ungeordneten Paare v < w von Ls.

Dies waren einige grundlegende Notationen. Jetzt méchten wir noch ein paar Eigenschaften
von optimalen Zeichnungen, d.h. Zeichnungen mit der minimalen Anzahl an Kreuzungen,
betrachten. Da der Algorithmus eine optimale Zeichnung erzeugt, ist es wichtig, vorher
deren Eigenschaften zu kennen.

Definition 2:

1.

Fiir einen Knoten v in Lo ist die Nachbarschaft von v durch alle Knoten aus L,
gegeben, die eine Kante mit v haben. Dabei ist [, der linkeste Nachbar und r, der
rechteste Nachbar von v.

Wir betrachten nun zwei Knoten v und w in Ls. Dann gilt:
v und w sind ein geeignetes Paar, falls r, <, oder r, < 1,.

Falls 1, = r, = l, = 1y, so sind v und w ein trivial geeignetes Paar.

1 Iy
—) O ) L, m fest

L () Lo, mo el
7 u

w

Abbildung 3: Das Paar v, w ist ungeeignet, aber v, u und w, u sind geeignete Paare.

Die folgende Behauptung zeigt, wie wichtig geeignete Paare fiir optimale Layouts sind.

Behauptung 2: Fin Knotenpaar v,w € Lo ist genau dann ungeeignet, wenn c,, > 1 und
Cwy > 1.

Fiir geeignete Paare ist es also moglich sie so zu ordnen, dass sie keine Kreuzungen erzeu-
gen. Dies ist dann der Fall, wenn fiir v < w gilt r, <[, bzw. wenn fiir w < v gilt r,, < [,.
Dies fiihrt zu folgender Definition.

Definition 3: Ist ein geeignetes Paar v, w so geordnet, dass es keine Kreuzungen erzeugt,
so liegt es in seiner natiirlichen Ordnung vor.
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Der Zusammenhang von geeigneten Paaren und natiirlicher Ordnung liefert einige Folge-
rungen fiir das Layout des Graphen.

Behauptung 3: Gegeben sei ein geeignetes Paar v,w mit natirlicher Ordnung v < w.
Dann gilt fir jede Ordnung my in (G, m,ms):

(i) Cow =0

(iii) falls 7, = Ly, dann ist cyy = (dy - dy) — 1
(iv

Das folgende Lemma ist Basis fiir unseren Algorithmus.

)
ii) falls ry, # ly, dann ist ¢,y = d, - dyy, wobei d,, der Grad von v ist.
ii) fall ly, d st d,-d bei d,, der Grad st
)
) Wenn v und w nicht trivial geeignet sind, so st ¢y, > 0

Lemma 1: Fir festes m; sei Uope = (G, 1, Topt) €ine Zeichnung mit der minimalen Anzahl
an Kreuzungen. Dann treten alle geeigneten Paare in Ty in threr natirlichen Ordnung

auf.
Fiir den Beweis von Lemma 1 wird Lemma 2 benotigt.

Lemma 2: Sei (G,m,ms) eine Zeichnung mit fester Ordnung m. Fir 1 < i < |Lol|, sei
v; der i-te Knoten in my. Verschiebt man nun den Knoten v; € Lo um t Stellen, tiber

Vit1, Vita, - - -, Vigt, nach rechts, so entsteht eine neue Zeichnung (G, my, 7)) mit:
t
/
cr(G,m,mh) = er(G,m, o) + E (Corpyoi = Copviny)- (3)
j=1

Ahnlich ist es, wenn v; nach links verschoben wird. Dann sieht die Gleichung wie folgt aus:

—t

CT’(G, 71, W;) = CT<G7 71, 7T2) - Z (CUH»jUi - C'Ui’UiJrj)' (4)

j=—1

Ly, m fest

Lo, mo fiel

Vi+] Wi Vi+i Vit+i Vi+3

Abbildung 4: Illustration fiir Beweis von Lemma 2.
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Beweis (zu Lemma 2): 0.B.d.A. wird v; in (G, 7y, ) um ¢ Stellen nach rechts verschoben.
Somit entsteht eine neue Zeichnung (G, 7y, 7). Die einzigen Knotenpaare, deren relative
Ordnung sich éndert, sind die Paare v;, v, fiir i+1 < j < i+t (siehe Abb. 4). Dies sind auch
die einzigsten Paare, fiir die sich die Kreuzungszahl dndern kann. Genauer ausgedriickt,
dndert sich die Kreuzungszahl von v;, v; fiir j € [i + 1,7+ t] von Coo; ZU Cyjy,- Ersetzt man
diese Anderungen nun in Gleichung (1) von Behauptung 1, so ergibt sich obige Gleichung
(3) bzw. (4). O

Beweis (von Lemma 1):

Annahme: Iy, enthélt ein geeignetes Paar v, w, dessen Ordnung in 7, nicht die natiirliche
Ordnung ist. Ist 0.B.d.A. v < w die natiirliche Ordnung, so gilt in 7., w < v.

Wegen Behauptung 3 gilt somit: ¢, = 0 und ¢, > 0.

Wir wollen nun einen Widerspruch herbeifithren, indem man v oder w so verschiebt, dass
eine bessere Zeichnung I',,.,, entsteht, mit cr(Iyew) < cr(Top).

Sei ¢ die Position von w und j die Position von v. Wegen w < v in 7, gilt deshalb i < j.

1. Fall: |7 —1] =1

d.h. v und w sind benachbarte Knoten. Deshalb kann man v und w vertauschen, ohne
andere Knotenpaare zu beeintrachtigen. Vertauscht man also v und w, so erhélt man mit
Gleichung (3) bzw. (4) aus Lemma 2:

cr(Lnew) = cr(Topt) — Cuw + Cow = r(Thew) < cr(Topt).
>0 -0

Dies aber ist ein Widerspruch dazu, dass I'y,; optimal ist.

2. Fall: [j —i| > 1
Seien ;y1,Uito, - ,u;—1 die Knoten zwischen w und v in m,,. Betrachte w1, -+, u;_1
als festen Block U, der innerhalb nicht verdndert wird (siehe Abbildung 4).

by Py
i) e s S L, m fest

Lo, mo fiet

Bi+i By M)

Abbildung 5: I, fiir den Fall |[j —d] > 1

Verschiebt man nun v oder w von einer Seite des Blocks U auf die andere Seite, so sind
nur Kreuzungszahlen von Paaren u,w und u, v fiir u € U betroffen.

Definiere cyp, := ) ,cy Cup, WObei p rechts von U liegt und ¢, := >,/ Cpu, WObei p links
von U liegt.
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Da I',,: optimal ist, muss gelten:

Cupy < Cyu (5)
Andernfalls kann man v auf die linke Seite von U schieben und mit w vertauschen, was
zu einer neuen Kreuzungszahl fithrt: ¢r(Fhew) = cr(Dopt) — cuw + Cou — Cuwp + Co- Mit

Cwp > 0 und ¢y, = 0 gilt: falls cyy > o = r(Lnew) < cr(Tope), was ein Widerspruch zur
Optimalitat von Iy, ist. Also gilt ¢y, < cyu.

Als néchstes zeigen wir, dass aus cy, < ¢,y die Ungleichung ¢,y > ¢y, folgt. Folgende
Definitionen sind notig:

= {(u,s) €Emopt |ueU, s>r,inm}

Eg
E, = {(u,s)€mop |uelU, s<r,inm}
N, = Nachbarn von v

Ny

= Nachbarn von w

(O Lz, my fre

W i+p Ui+ ) ¥

Abbildung 6: Position von Er und E, in diesem Graph

Wegen der Definition von Fr liegen in 7; alle s € N, vor allen Endknoten aus Eg.
Wegen der Definition von Fp und weil v, w ein geeignetes Paar mit natiirlicher Ordnung
v < w ist, liegen in m; alle s € N, hinter allen Endknoten von EJ.

Damit kann man nun folgende Ungleichungen fiir die Kreuzungszahlen bestimmen:

cuy > dy - |Er| : Die Kanten, die zu v inzident sind und die Kanten aus Ex kreuzen sich
paarweise. Dabei werden d, - |Er| Kreuzungen erzeugt. Da Eg eine Teilmenge der
Kanten ist, die zu U inzident sind, gilt ¢y, > d, - |Eg|.

cou < d, - |Ep]: Diese Ungleichung gilt, weil keine Kante, die inzident zu v ist, sich mit
keiner Kante kreuzt, die inzident zu U ist und die nicht in £}, liegt.

cov > dy - |Ep| : Die Kanten, die zu w inzident sind und die Kanten aus E}, kreuzen sich
paarweise, so dass ¢,y > dy, - |FL].

cuw < dy - |Eg| : Diese Ungleichung gilt, weil keine Kante, die inzident zu w ist, sich mit
keiner Kante kreuzt, die inzident zu U ist und die nicht in Ey ist.
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Nach diesen Vorbereitungen kann man nun zeigen, dass aus ¢y, < ¢,v (5) die Ungleichung
CwU > Cuy folgt:

Ungl.(5)
dy - |Er| < cvw < cu < dy-|EL] = |Eg| <|EL

mit dieser Abschétzung wiederum gilt dann:
CwlU Z dw : |EL| > dw : |ER‘ 2 CUw = CywU > CUw

Bis jetzt haben wir also fiir den Fall |7 —i| > 1 gezeigt, dass auf jeden Fall ¢y, < ¢
gelten muss. Daraus wiederum folgt aber ¢, > cyy. Dann kann jedoch w auf die rechte
Seite von U verschoben werden, ohne die Gesamtanzahl an Kreuzungen in der Zeichnung
zu erhohen. Vertauscht man nun noch w und v, so erhilt man eine Zeichnung, die weniger
Kreuzungen hat als I',,;. Das ergibt einen Widerspruch.

Deshalb kann die Annahme, dass I',,; ein geeignetes Paar enthélt, welches nicht in natiirli-
cher Ordnung vorliegt, nicht stimmen. Somit ist Lemma 1 bewiesen. O

3 Der Algorithmus

3.1 Das Prinzip

Bei diesem Algorithmus wird ein Suchbaum aufgebaut, der auf den ungeeigneten Knoten-
paaren basiert. Das Ziel ist es, eine Ordnung 7o auf den Knoten in Ly zu definieren. Dazu
wird ein Suchbaum wie folgt aufgebaut: Die Knoten des Suchbaumes werden mit (D, B)
beschriftet, wobei D ein transitiv abgeschlossener, gerichteter, azyklischer Graph ist, der
die Ordnung auf den Knotenpaaren von Lo speichert, und B ein Budget fiir die Anzahl
Kantenkreuzungen angibt. Ein Baumknoten (D, B) verzweigt sich in zwei Teilprobleme,
indem man fiir ein ungeordnetes Knotenpaar (v, w) eine Ordnung v < w bzw. w < v fest-
legt. Fiir diese festgelegte Ordnung v < w wird in den Graph D eine gerichtete Kante von
v nach w eingefiigt. Danach wird das néchste ungeeignete Knotenpaar betrachtet. Es wird
also fiir jeden Baumknoten der Graph D so verdndert, dass immer eine gerichtete Kante
vw in den Graph des Elternknotens eingefiigt wird. So wachst der Graph D sukzessiv an,
indem die Knotenpaare aus Ly geordnet werden. Das Budget wird bei jedem Baumknoten
um die Anzahl Kantenkreuzungen reduziert, die durch das Ordnen des Paares (v, w) in G
entstehen.
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Ve W W=y

SIS

Abbildung 7: Verzweigung an einem Baumknoten

3.2 Der Algorithmus

Der Ablauf des Algorithmus ist in 3.3 durch ein Beispiel verdeutlicht. Das Beispiel soll also
zum besseren Verstdndnis des Algorithmus beitragen.

Algorithmus: 1-SEITIGE KREUZUNGSMINIMIERUNG
Fingabe: (G, m, k)
Ausgabe: Ty, falls (G, 7, k) eine JA-Instanz ist, NEIN sonst.

Schritt 0: Berechnung der Kreuzungszahlen
Berechne ¢, und ¢, fiir alle Knotenpaare (v, w) in Ls.
Die Berechnung einzelner Kreuzungszahlen wird abgebrochen, falls ¢,,, bzw. ¢, > k.

Schritt 1: Uberpriifung auf Extremwerte
Vergleiche k mit der unteren und oberen Schranke, wie in Gleichung (2) aus Behauptung
2.

falls & < > min(cpw, Cwy), gib NEIN aus.

(v,w)

falls £ > > max(cyw, Cwv), gib eine beliebige Reihenfolge fiir 7y aus.

(vw)

Schritt 2: Initialisierung
In der Initialisierung werden vorab einige Berechnungen vorgenommen, die zum Aufbau
des Suchbaumes benotigt werden.

- Berechne C' = {(v,w)| cyw = Cuw}
In der Menge C' werden alle Knotenpaare gespeichert, die fiir beide Ordnungen gleich-
viele Kreuzungen erzeugen. Bei diesen Paaren ist es also egal, wie sie geordnet werden.
Deshalb miissen sie beim Aufbau des Suchbaumes nicht mehr beachtet werden. Das
Problem wird also um diese Paare reduziert.
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- Dy ist ein transitiv abgeschlossener, gerichteter, azyklischer Graph.
Dy = (Vo, Ey) mit der Knotenmenge Vy = Lo. Fiir die Kanten gilt: eine Kante
vw € Ey, falls ¢,, = 0 und ¢, # 0.
Der Graph enthélt also Kanten zwischen allen Knotenpaaren, die in ihrer natiirlichen
Ordnung vorliegen und somit keine Kreuzungen erzeugen (siche Behauptung 3). Fiir
diese Paare ist dadurch eine optimale Ordnung festgelegt.

- By ist ein Budget fiir die verbleibende Anzahl Kantenkreuzungen.

BO:k_ Z Cow — Z Cow

(v,w)eC vwe Do

Beachte, dass vae Do Cow = 0. By verwaltet somit auch die Anzahl Kantenkreuzun-
gen, die die Paare aus der Menge C' erzeugen. Um diese Anzahl wird By reduziert.

Schritt 3: Aufbau und Durchlaufen des Suchbaumes

In diesem Schritt wird der Suchbaum aufgebaut. Die Knoten sind mit (D, B) beschriftet.
Fiir die Wurzel gilt D = Dy und B = By. Wird nun von einem Knoten mit Label (D, B)
ausgegangen, so sucht man ein ungeordnetes Paar (v, w) mit (v, w) ¢ C. Das heifit es gibt
keine Kante vw in D, die v und w als Endknoten hat und es muss gelten: c,, # Cyo-
Fiir dieses ausgewdhlte Paar (v,w) werden nun in den Verzweigungen die verschiedenen
Ordnungen v < w bzw. w < v festgelegt . Dabei entstehen zwei Kindknoten (Dq, By) und
(D3, By) (siche auch Abb. 7). Fiir diese Kindknoten miissen nun die Strukturen D und B
aktualisiert werden.

Dy: Transitiver Abschlufl von D U vw
Dabei wird in den Graph D des Elternknotens die gerichtete Kante vw eingefiigt.
Das heifit in G liegt v vor w. Das Bilden des transitiven Abschlusses stellt sicher,
dass alle Knoten, die in GG vor v liegen, somit auch vor w liegen.

By = B—cpw— Y, Cpy mit My = {pq|pq € D1, pg & DUvw, cpy# Cyp}
pqeEM

Dy: Transitiver Abschlufl von D U wv

By =B—cw— ) ¢  mit My={pg|pg€ Ds, pqg & DUwv, cpy # Cgp}
pgeM>

Beim Aufbau und Durchlaufen des Suchbaumes miissen noch einige Kriterien beachtet
werden:

- Ein Blatt entsteht, falls es kein ungeordnetes Knotenpaar (v, w) mehr gibt, welches
nicht in C ist, oder falls beide Kindbudgets negativ werden.

- Ein Blatt ist ein Ldsungsblatt, wenn fiir alle (v, w) gilt:

falls vw ¢ D und wv ¢ D = (v,w) € C
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- Der Algorithmus endet, wenn der Suchbaum ganz durchlaufen ist. Die Ausgabe ist
dann

JA und 7,,, falls ein Losungsblatt existiert
NEIN, sonst.

Zur Bestimmung der optimalen Losung wird das Losungsblatt mit dem grofiten Bud-
get gesucht. Eine topologische Sortierung auf dem entsprechenden Graph D liefert
dann die optimale Ordnung ;.

Bemerkungen: In Schritt 0 wird die Berechnung von ¢, gestoppt, sobald ¢,, > k + 1.
Der Grund dafiir liegt darin, dass beim Aufbau des Suchbaumes ein Kind fiir v < w ein
negatives Budget hétte, was wir aber vermeiden wollen.

Zum Aufbau und Durchlaufen des Suchbaumes in Schritt 3 kann Tiefensuche (DFS) oder
Breitensuche (BFS) verwendet werden.

3.3 Beispiel

In diesem Kapitel mochte ich noch ein Beispiel présentieren, das zur Verdeutlichung des
Algorithmus beitragen soll.

FEingabe: (G,m = (n1 < ng < ns),k=4)

n, n, n,
) e L, m fest

L,, m, fret

5 5

1 2 5

3 54

Abbildung 8: Graph G, der optimiert werden soll.

Nun wird mit Hilfe des 1-seitigen Kreuzungsminimierungs-Algorithmus eine optimale Ord-
nung der Knoten auf Ly gesucht, so dass die Kreuzungszahl minimal wird.
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Algorithmus: 1-SEITIGE KREUZUNGSMINIMIERUNG

Schritt 0: Berechnung der Kreuzungszahlen

Csysy = 1 Cspsy = 2 Csyss = 0 Csgsy = 1
Csys3 = 0 Cogsy = 2 Cspsy = 1 Csgsp = 1
Coysy = 1 Csysy = 2 Csgsy = 1 Csyss = 0

Schritt 1:

Z min(Cow, Cuwp) =3 und Z max(Cow, Cuop) = 9 — 3<k<9

(v,w) (v,w)

Das gegebene k = 4 liegt also innerhalb der oberen und unteren Schranke, was bedeutet,
dass k gut gewahlt ist. Ware namlich & kleiner als die untere Schranke, so kann man
dafiir keine Zeichnung finden. Wére k hingegen grosser als die obere Schranke, so bringt
der Parameter k£ keinen Zeitgewinn mehr. Denn FPT-Algorithmen sind abhéngig von
einer "guten” Wahl von £.

C= {('U,w) | Cow = va} = {(327 34)}

Die Datenstrukturen Dy und By werden jetzt initialisiert.

By =k — Z Cow — Z Cow=4—0—1=3

vw€Dg (v,w)eC

Schritt 3:

Als ungeordnetes Paar wihlen wir das Paar (s, s5). Welches somit in den verschiedenen
Zweigen geordnet wird.

Der Suchbaum sieht also wie folgt aus.
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Fiir die Kindknoten miissen nun die Strukturen D und B bestimmt werden, wobei bei D,
die gerichtete Kante s;s, eingefiigt wird, und bei Dy die Kante sqs1. Das Budget wird
dann jeweils um die Kreuzungszahlen dieser Kanten reduziert.

Die Kriterien fiir ein Blatt treffen bei beiden Baumknoten nicht zu, deshalb wird ein
neues ungeordnetes Paar gesucht, fiir welches dann wieder zwei Kindknoten entstehen.
Zuerst werden wir an dem Knoten mit Label (D;, B;) weitermachen.

Das neue ungeordnete Paar soll (sq, s4) sein. Dadurch wird der Suchbaum wie folgt

erweitert.
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Auch jetzt miissen die Strukturen D und B wieder erneuert werden.

D” = (g
52

B11:2— —0:1 B12:2—2—O:0

Beachtet man nun wieder die Kriterien fiir Blétter, so stellt man fest, dass der Knoten
mit Label (D, Bio) ein Blatt sein muss, da ansonsten die Kindknoten negatives Budget
hétten.

Wenn man nun fiir den Knoten mit Label (D1, By1) ein weiteres ungeordnetes Paar
auswéahlen will, stellt man fest, dass hier das andere Kriterium fiir ein Blatt zutrifft. Da
alle Knotenpaare entweder in C' sind, oder schon eine Kante in D;; haben. Dies bedeutet
auch, dass dieses Blatt gleichzeitig ein Losungsblatt ist. Auch das Blatt mit Label

(D12, By2) ist ein Losungsblatt. Das Budget By ist jedoch grofler als das Budget Bys und
auch grofler als die Kindbudgets von Bs. Somit liefert eine topologische Sortierung von
D1, eine optimale Losung.

Fithrt man nun die topologische Sortierung auf D;; durch, so erhédlt man die Ordnung
o = (81 < S < 84 < s3) fiir die Lage Lo.

Damit sieht der neue Graph wie folgt aus:

ka2
o

Ly, 1 fest

Yt Lg, 2 fre:

Wie man nun sieht hat dieser Graph weniger Kantenkreuzungen, als der Graph zu
Beginn. Beim Korrektheitsbeweis, der anschliefend folgt, wird gezeigt, dass man die
optimale Losung erreicht. Somit ist eine Zeichnung mit drei Kreuzungen optimal.
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4 Korrektheit und Laufzeit

4.1 Korrektheit

Um die Korrektheit des Algorithmus zu zeigen, werden zunéchst zwei Invarianten
definiert. Diese lauten wie folgt:

(i) D ist ein transitiv abgeschlossener, gerichteter, azyklischer Graph.

(H) B=Fk- Z(v,w)EC Cow — vaED/\vw¢C Cow

Nun muss gezeigt werden, dass diese beiden Invarianten fiir alle Knoten mit Label (D, B)
gelten. Der Beweis erfolgt mit Induktion.

I.A.: (i) und (ii) gelten fiir die Wurzel (Dg, By).

I.S.: Man wahlt ein ungeordnetes Paar (v, w) mit ¢,y 7# Cyyp. Dafiir werden im Suchbaum
zwei Kindknoten D Uvw und D U wv erzeugt. Fiir diese Kindknoten miissen die
Invarianten nun gelten.
zu (i): D Uow ist azyklisch.

denn: Angenommen D Uwvw enthélt einen gerichteten Zykel. Dann gibt es auch
einen Weg von w nach v. Da D aber transitiv abgeschlossen ist, existiert
deshalb auch eine Kante wv. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu der Tatsache,
dass (v, w) ein ungeordnetes Paar war. Deshalb kann D U vw keinen
gerichteten Zykel enthalten.

Der transitive Abschluss eines gerichteten azyklischen Graphen ist wieder azyklisch.
Fiir D Uww gilt dies analog. Somit gilt auch fiir die Kindknoten die erste Invariante.
zu (ii): gilt wegen Definition von B.

Mit Hilfe dieser Invarianten zeigt man nun die Korrektheit des Algorithmus. Nach dem
Aufbau und Durchlaufen des Suchbaumes hat man entweder ein Losungsblatt gefunden,
oder nicht. Falls nicht, so gibt es keine Lésung. Hat man jedoch ein Losungsblatt
gefunden, so stellen die Invarianten sicher, dass es auch eine Losung ist. Wegen Invariante
(i) weiss man, dass D ein azyklischer, gerichteter Graph ist. Dieser hat somit eine
topologische Sortierung. Die topologische Sortierung gibt dann eine Ordnung 75 an, fiir
die cr(G,m,m) = k — B gilt. Denn in dem Budget des Losungsblattes ist gespeichert,
wieviele Kantenkreuzungen auf dem Weg zu diesem Blatt erzeugt wurden.

Nun stellt sich die Frage, warum es ausreicht, nur die Losungsblétter zu betrachten und
die anderen Knoten zu vernachlissigen. Die Losungsblétter speichern alle Ordnungen o,
in denen alle geeigneten Paare in ihrer natiirlichen Ordnung vorkommen, und fiir die
cr(G,m,m) < k. Lemma 1 sagt nun, dass es ausreicht alle diese Ordnungen fiir 7 zu
betrachten, um zu entscheiden, ob das Problem eine JA-Instanz ist oder eine
NEIN-Instanz. Denn um die Kantenkreuzungszahl so gering wie moglich zu halten,
miissen alle Paare, die bei einer Ordnung keine Kreuzungen erzeugen auch in dieser
Ordnung vorliegen.
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4.2 Laufzeit

Zur Analyse der Laufzeit wird zuerst mal eine obere Schranke fiir die Anzahl Knoten im
Suchbaum ermittelt. Deshalb werden nur ungeordnete Paare (v, w) mit ¢,y # Cyun
betrachtet. Denn nur fiir diese Paare werden Kindknoten erzeugt. Betrachtet man nun
das Budget der Kindknoten, so reduziert sich dieses beim 1. Kind um mindestens 1 und
beim 2. Kind um mindestens 2. So ergibt sich folgende Rekursionsgleichung:

SB:SB_1+SB_2+1 fﬁ?” BZZ; 80:1; 81:2

Hierbei gibt sp die Anzahl Knoten in einem Baum an, dessen Wurzel Budget B hat. Diese
Anzahl Knoten kann aus der Anzahl Knoten in den beiden Teilbdumen mit Budget B — 1
und B — 2 berechnet werden. Die Anfangsbedingungen fiir B = 0 und B = 1 ergeben sich
wie folgt. Falls das Budget B = 0 ist, so muss es sich um ein Blatt handeln, da ansonsten
die beiden Kindknoten negatives Budget hétten. Somit ist die Anzahl Knoten in diesem
Teilbaum sy = 1. Ist das Budget B = 1 dann handelt es sich um einen Knoten, der nur
einen Nachfolger (Blatt) hat. Dieser Teilbaum besteht also aus s; = 2 Knoten.

Um nun eine obere Schranke fiir sg anzugeben, zeigt man mit Induktion, dass

sp=Fpo+Fpy1—1 fur B>0
wobei Fg = Fp_1 + Fp_s die Fibonacci-Folge mit F; =1 und F, =1 ist.
LA.: so=F+FN—-1=1;, si=F+F,—-1=2
1.V.: Behauptung gilt fiir sg_; und sg_»

I.S.: Sp = SB_1—|—SB_2+1
=Fp+Fp 1 —1+Fp +Fp—1+1
=Fpio+ Fpy—1

Fiir die Fibonacci-Folge kann man eine obere Schranke angeben.

Sp, < ¢3+52 + ¢f/’%1 —1<1,2-¢*1  fiir By <k wobei ¢ = %5 der Goldene Schnitt
ist.

Somit ergibt sich fiir die Anzahl Knoten im Suchbaum eine obere Schranke von O(¢*).
Um die Laufzeit fiir Schritt 3 anzugeben, muss man nun noch wissen, wie lange es dauert,
bei jedem Knoten den Graph D zu aktualisieren, nachdem man ein geordnetes Paar

v < w bzw. w < v eingefiigt hat. Das Bilden des transitiven Abschlufles geschieht in
O(|L»|?) [5]. Somit ergibt dies fiir Schritt 3 eine Laufzeit von O(¢* - |Ly|?).

Die Schritte 0 - 2 haben eine Laufzeit von O(k - |La|* + |L1||La|). Deshalb ist die gesamte
Laufzeit des Algorithmus in O(¢* - |La|? + | Ly||La).

Wie wir nun gesehen haben, hat man mit diesem Algorithmus eine Laufzeit erreicht, die

nur noch exponentiell von dem Parameter k& abhédngt und polynomial in der Eingabegrofie
ist. Dies ist insbesondere ein Merkmal fiir FPT-Algorithmen, auf welche wir im néchsten
Kapitel genauer eingehen wollen.
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5 FPT-Algorithmen

Wie schon erwéahnt, ist die 1-seitige Kreuzungsminimierung ein Beispiel fiir einen
FPT-Algorithmus. Denn hier wird die erlaubte Kreuzungsanzahl auf einen festen
Parameter k eingeschriankt, so dass die Eingabegrofle, die fiir die schlechte Laufzeit
verantwortlich ist, nicht mehr exponentiell auftritt. So ein Problem mit Eingabegrofie n
und festem Parameter k£ nennt man ”Fized Parameter Tractable”, falls es einen
Algorithmus gibt, der das Problem in einer Zeit von f(k) - n® 16st. Hierbei ist «v eine
Konstante und f eine beliebige Funktion, die nur von k abhéngt. Bei FPT-Algorithmen
versucht man also den Teil der Eingabe, der fiir die schlechte Laufzeit verantwortlich ist
auf einen festen Parameter k£ zu reduzieren. Die Funktion f ist hier also ausschlaggebend
fiir die Giite des FPT-Algorithmus. Nur wenn k im Verhéltnis zur Eingabegrofie klein ist,
dann ist der Algorithmus auch effizient.

Um FPT-Algorithmen zu finden, gibt es einige grundlegende Methoden.

Tiefenbeschrénkter Suchbaum (Bounded Search Tree) [1]

Reduktion auf den Problemkern (Problem-Kernel)

Tiefenbeschrinkter Suchbaum

Bei dieser Methode wird ein Suchbaum so aufgebaut, dass fiir kleine Teilmengen
mindestens eine Losung optimal ist. Bei der 1-seitigen Kreuzungsminimierung
entsprechen die "kleinen Teilmengen” den Knotenpaaren, fiir die dann jeweils eine
Verzweigung die optimale Ordnung enthélt. Wird der Suchbaum so aufgebaut, dann
bekommt man in den verschiedenen Zweigen unterschiedliche Losungen, von denen
mindestens eine optimal ist. Dies ist jedoch noch abhéingig von der geeigneten Wahl des
Parameters k, der die Tiefe des Suchbaumes beschrankt.

Reduktion auf den Problemkern

Hier ist die Idee, das gegebene Problem P auf ein kleineres Problem P’ zu reduzieren,
wobei die Groéfie von P’ durch eine Funktion beschrankt ist, die nur von dem Parameter k
abhéngt. Bei der 1-seitigen Kreuzungsminimierung findet auch eine Reduktion statt.
Denn bei der Initialisierung in Schritt 2, werden alle geeigneten Paare in ihrer natiirlichen
Ordnung vorab geordnet. Und alle Paare, fiir die beide Ordnungen gleichviele Kreuzungen
erzeugen, werden in der Menge C' zusammengefasst. Deshalb wird beim Aufbau des
Suchbaumes nur noch ein kleineres Problem P’ betrachtet, welches aus den ungeeigneten
Knotenpaaren mit ¢,,, # ¢y, besteht. Die Grofle des Problems P’ ist hier jedoch nicht
abhéngig von dem Parameter k. Somit wird diese Methode nur ansatzweise verwendet.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Mit diesem FPT-Algorithmus hat man nun eine einfache und schnell zu
implementierende Mdoglichkeit zur Losung der 1-seitigen Kreuzungsminimierung. Im
Gegensatz zu den Heuristiken erhélt man hier eine optimale Losung mit einer Laufzeit
O(¢* - n?), die beziiglich des Parameters k zwar exponentiell ist, aber in der Eingabegrifie
polynomial. Wir haben somit einen Algorithmus, der ein N P-vollsténdiges Problem
effizient 16st. Dies bedeutet jedoch nicht, dass P = NP gilt. Denn die Laufzeit von
parametrisierten Algorithmen f(k) - n® ist von der Giite der Funktion f und von dem
Parameter k& abhéngig. Nicht fiir jedes Problem kann also ein 'gutes’ k£ gefunden werden.
Fiir viele Probleme ist der Parameter & meist schon als Teil der Eingabe gegeben. Bei der
1-seitigen Kreuzungsminimierung z.B. kann k auch durch 1.47 %"
berechnet werden, da opt(G,m) < >
gezeigt.

In dieser Arbeit wurde der Algorithmus nur fiir einfache Graphen vorgestellt. Man kann
ihn jedoch auch leicht auf Graphen mit Mehrfachkanten iibertragen. Dafiir werden die
Mehrfachkanten zu einer gewichteten Kante zusammengefasst, die dann bei der
Berechnung der Kreuzungszahl entsprechend beriicksichtigt wird.

Fiir die Zukunft wird es wohl sehr interessant sein, die Methode der Parametrisierung auf
andere N P-schwere Probleme, vor allem auch im Bereich ’Graphen zeichnen’,
anzuwenden.

wave Ly MAN(Cow, Cuw)

wave Ly M (Cows Cuw). Dies wird von Nagamochi in [4]
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