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1 Einfiihrung und Definitionen

Wenn man sehr groie Graphen untersuchen méchte, st68t man schnell auf Grenzen, da
viele Tools so konzipiert sind, dafl entweder der gesamte Graph und zusétzlich benttig-
te GroBen in den Speicher passen miissen oder dafl die auf dem Graphen ausgefiithrten
Operationen sehr teuer sind.

Das hier vorgestellte ANF ist ein sehr effizientes Tool, das zum ersten Mal erlaubt, daf3
riesige Graphen in einer relativ kurzen Zeit untersucht werden kénnen. So sind die ge-
wonnenen Erkenntnisse vor allem bei Graphen, die einem stéindigen Wandel unterworfen
sind, z.B. dem Internet, noch recht aktuell, wenn sie vorliegen.

ANF basiert auf einer schnellen, speichereffizienten und genauen Approximation der
Nachbarschaftsfunktion, mit der viele wichtige Aspekte eines Graphen untersucht wer-
den konnen.

Die Nachbarschaftsfunktion beschreibt das Wachstumsverhalten von Wegen zwischen
Knotenpaaren in einem Graphen bei wachsender Wegléinge und ist eine Art Verteilungs-
funktion der kiirzesten Wege zwischen Knotenpaaren.

Einige Fragen, die auf die Nachbarschaftsfunktion zuriickgefiihrt werden koénnen, lauten

1. Wie wichtig ist ein Knoten in Bezug auf Verbundenheit?
2. Haben zwei Graphen dhnliche Nachbarschaftsstruktur?
3. Wie sind zwei Teilgraphen innerhalb eines Graphen verbunden?

Was ist also die Nachbarschaftsfunktion?

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit n Knoten und m Kanten und sei dist(u, v) die
Anzahl von Kanten auf dem kiirzesten Weg von u nach v. Ungerichtete Graphen kénnen
dargestellt werden, indem man fiir eine existierende Kante zwei jeweils entgegengesetzt
orientierte gerichtete Kanten einfiigt.

Def 1
Die individuelle Nachbarschaftsfunktion fiir w in h ist die Anzahl der Knoten mit Ab-

stand h oder weniger von u.
IN(u,h) =|{v:v e V,dist(u,v) < h}|

IN(u,h) kann als ein Maf fiir die Verbundenheit eines Knotens im Graphen aufge-
fafit werden.

Im Graphen aus Abbildung 1 sind z.B. die individuellen Nachbarschaftsfunktionen fiir



Abbildung 1: Beispielgraph 1

den Knoten 1 bei unterschiedlicher Distanz h

IN(z1,0) = |{v:ve Vi dist(z1,v) <0} =[{z1}| =1
IN(z1,1) = |{v:v eV dist(x1,v) <1} = [{z1,22}| =2
IN(z1,2) = |{v:v eV dist(z1,v) <2} = [{z1,22,23, 24,25} =5

Der Wert von I N(z1, 3) d&ndert sich gegeniiber dem von I N (x1,2) nicht mehr, da es zwar
von x1 aus noch Wege der Linge 3 gibt, die Zielknoten (beides Mal x5) aber schon in der
Menge von IN(z1,2) enthalten sind, d.h. die gefundenen Wege der Linge 3 sind keine
kiirzesten Wege zwischen den beiden Knoten, denn es existiert ein Weg der Linge 2,
namlich T1X2X5.

Def 2
Die Nachbarschaftsfunktion in h ist die Anzahl der Knotenpaare mit Abstand h oder

weniger.
N(h) = {(u,v) : u € V,v € V,dist(u,v) < h}| bzw. N(h) =, IN(u,h)

Die Nachbarschaftsfunktion fiir verschiedene Distanzen h fiir den Graphen aus Abbil-
dung 1 lautet

N(0) = H(u,v):ueV,veV,dist(u,v) <0}
= H(mla xl)? (I‘Q,l’g), (l‘g,l‘g), ($47$4)a ($5,£C5)H =9
N1)= H{(u,v):ueV,veV.dist(u,v) <1}
= |{($1,$1),($2,l’2), ('7737333)’ ($4,$4),($5,x5),
(1, m2), (x2,23), (22, 74), (T2, 5), (w3, 5), (24, 5) } = 11
N(2)= |{(u,v):ueV,veVdist(u,v) <2}
= |{(£C1,$1),(£L’2,ZC2), (:E3,£L'3), (334,:64),(;105,3:5),
(.Il,xg),(1:2,%3),(:[2,1:4),(372,:[5), (Ig,l’g,), (x4,x5),
(r1,23), (x1,24), (x1,25)}] = 13



Der Wert von N(3) dndert sich gegeniiber N(2) nicht mehr, da kein Knotenpaar exi-
stiert, fiir den der kiirzeste verbindende Weg die Lénge 3 hat.

Dieses Modell 148t sich so entweder nur auf einen Knoten oder den gesamten Graphen
anwenden; oft sind allerdings Verbindungen zwischen zwei Teilgraphen von Interesse.
Daher wird nun eine Verallgemeinerung der Nachbarschaftsfunktion auf Teilgraphen de-
finiert.

Sei S eine Menge von Startknoten und C' eine Menge von Endknoten.

Def 3

Die verallgemeinerte individuelle Nachbarschaftsfunktion fir w in h bei gegebenem C' ist
die Anzahl der Knoten in C, die den Abstand h oder weniger von u haben.
INT(u,h,C) = [{v:v € C,dist(u,v) < h}|

beachte: IN(u,h) = IN*(u,h,V)

Wihlt man z.B. fiir den Graphen aus Abbildung 1 v = 21 und C = {z4, x5}, so erhilt
man fiir verschiedene Distanzen h

INT(21,0,C) = |{v:v e C,dist(u,v) <0} =0
INT(21,1,C) = [{v:v e C dist(u,v) <1} =0
INT(21,2,C) = Hv:v e dist(u,v) <2} = |{zg, 25} =2

Der Wert von IN 7 (x1,3,C) dndert sich gegeniiber dem von IN*(xq,2,C) nicht mehr,
da die einzigen Wege der Lénge 3 von x; aus, ndmlich zjxox3xs und zi1x01475, kein
neues Knotenpaar beinhalten.

Def 4

Die verallgemeinerte Nachbarschaftsfunktion in h ist die Anzahl der Knotenpaare mit
einem Knoten in S, den anderen in C' mit Abstand h oder weniger voneinander.
N*t(h,S,C) = |{(u,v) : u € S,v € C,dist(u,v) < h}|

bzw. N*(h,S,C) =3 ,cg INT(u,h,C)

beachte: N(h) = Nt (h,V,V)

Wé&hlt man fiir den Graphen aus Abbildung 1 S = {x1,z2} und wieder C' = {x4, 25},
so erhélt man fiir verschiedene Distanzen h

N*t(0,5,C)= [{(u,v):u e S,veC, dist(u,v) <0} =0
NTt(1,S5,C)= |{(u,v) :ue SveC dist(u,v) <1} = |{(x2, 24), (x2,25)}| = 2
N*t(2,5,C)= [{(u,v):u € S,veC, dist(u,v) <2}

(

t
= H(z2,24), (22, 25), (21, 24), (21, 25) }| = 4
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Mit demselben Argument wie oben #ndert sich der Wert von NT(3,S,C) gegeniiber
dem von N*(2,S,C) nicht mehr.

Dabei ist offensichtlich, dafl sich die Werte der verschiedenen Funktionen nur fiir Werte
0 < h <d = diam(Q), diam(G) der Durchmesser des Graphen G, &ndern, fiir h > d
aber identisch sind mit dem von d.

Mit diesen Funktionen kénnen verschiedene Graphenbeziehungen ausgedriickt werden:

1. Knotenwichtigkeit:
Wie wichtig ist ein Knoten in Bezug auf Verbundenheit?
Benutze dazu IN(u,h), um die Knotenwichtigkeit von u bzgl. Verbundenheit im
Graphen zu charakterisieren.

2. Graphenihnlichkeit:
Haben die beiden Graphen G = (Vi, E1) und Gg = (Va, E9) dhnliche Nachbar-
schaftsstruktur?
Berechne dazu N(h) fiir beide Graphen fiir alle A und und vergleiche dann die
beiden Nachbarschaftsfunktionen in allen Punkten.

3. Teilgraphen&dhnlichkeit:
Wie sind die beiden von Vi, Vo C V induzierten Teilgraphen innerhalb des Graphen
G verbunden?
Vergleiche dazu Nt (h, Vy, V1) mit Nt (h, Vo, Va).

2 Exakte Berechnung

Nun stellt sich die Frage, wie die Nachbarschaftsfunktion exakt berechnet werden kann.
Denn falls diese exakten Berechnungen effizient sind, lohnt sich eine Approximation
eventuell gar nicht; falls sie nicht effizient sind, geben sie einen Hinweis, wo und was
verbessert werden kann.

Fiir h =0 und h =1 ist der exakte Wert auch ohne Berechnung schon bekannt:

N(©) = H(u,v):ueV,oeVdist(u,v) <0} = {(zi,z): 1 <i<n}=n
N1)= |{(u,v):ueV,veV.dist(u,v) <1}
= {(zi,xi) 1 <i<my(as,25):1<4,5 <n,i#j,
Kante (x;,x;) existiert}| =n+m

Was ist jetzt aber N(2)?
N(2)— N(1) sind die Wege der Lénge 2, also ist das der neu hinzukommende Anteil, der



betrachtet werden mufl. Allerdings mufi man bei der Hinzunahme von Knotenpaaren
vorsichtig sein, denn es ist wichtig zu wissen, welches der n? méglichen Knotenpaare
schon gezdhlt worden ist. Man kann ein Knotenpaar eventuell mehrmals finden, falls
verschiedene Wege unterschiedlicher Lénge zwischen ihnen existieren, aber nach der De-
finition von dist(u,v) z&hlt nur der kiirzeste Weg.

Im folgenden werden zwei Ansétze zur exakten Berechnung der Nachbarschaftsfunktion
vorgestellt.

2.1 Potenzieren der Adjazenzmatrix

Die Adjazenzmatrix A zu einem Graphen G ist eine quadratische Matrix, in der ein
Eintrag (A);; besteht, falls eine Kante zwischen den Knoten x; und x; existiert.

Beim Potenzieren von A mit h werden die Wege der Linge h zwischen den Knoten
berechnet. Die Grofie des Eintrags gibt an, wie viele Wege der Lange h zwischen den
Knoten existieren. Uns interessiert also nicht die Gréfe, sondern allein die Existenz eines
Eintrags.

Dabei mufl wieder darauf geachtet werden, dafl nicht zuviele Knotenpaare gezéihlt wer-
den, da bei dieser Methode im Schritt h nicht bekannt ist, ob ein Knotenpaar, das
durch einen Weg der Linge h verbunden ist, schon durch einen Weg der Lange h — 1
oder kleiner verbunden ist. Deshalb miissen alle in Frage kommenden Knotenpaare vor
der Hinzunahme erst mit den bereits gefundenen Knotenpaaren verglichen werden, um
Mehrfachzdhlung zu verhindern und um sicherzustellen, dafl das Ergebnis der Berech-
nung von N (h) korrekt ist.

Die Adjazenzmatrix zum Graphen in Abbildung 1 lautet

01 0 00
0 01 11

A=|10 0 0 0 1],
0 0 0 01
00 0 0O

und die verschiedenen h-Potenzen dazu

1 00 00 0 01 11
01 0 00 0 0 0 0 2

A=fo 010 0, Al = A, A2=10o 0 0 0 0o,
0 0 010 00 0 0O
0 0 0 01 0 00 0O



A3: A4:

o O O O
o O O O O
o O O O
o O O O
O O O O N
o O O O O
o O O o O
o O O O O
o O O O
o O O O O

o

0 0 0

Fiir alle h > 4 entsteht die Nullmatrix, da im Graphen keine Wege der Lénge h > 4
existieren.

Die Berechnung von Matrixmultiplikationen benétigt fiir den naiven Algorithmus O(n?)
Laufzeit; der zur Zeit beste bekannte Algorithmus, der 1987 von Coppersmith und Wino-
grad vorgestellt wurde, braucht asymptotisch nur O(n?38) Zeit. Allerdings wird hierbei
der Speicherbedarf gegeniiber dem naiven Algorithmus nicht gesenkt, er besteht eben-
falls in O(n?) Speicher, was bei sehr groen Graphen tunlichst zu vermeiden ist.

2.2 Breitensuche

Startet man eine Breitensuche im Knoten u und fiihrt sie fiir A Ebenen aus, so erhalt
man IN(u,h); die Nachbarschaftsfunktion berechnet sich aus N(h) = > -y IN(u, h).
Das bedeutet, dal man fiir jeden Knoten eine Breitensuche durchfithren muf.

Diese Methode benétigt O(nm) Laufzeit und O(n + m) Speicher. Das Zugriffsverhalten
auf die Speicherblocke ist i.a. jedoch sehr teuer, da das Kanten-File fiir die hier be-
trachteten Graphen in der Regel sehr grof3 ist und somit extern gespeichert werden muf
und die Kanten im Laufe der Breitensuche in einer wie zufélligen Reihenfolge betrachtet
werden, also wahlfreier Zugriff ("random access’) benétigt wird.

3 Approximative Berechnung

Das Ziel ist, sowohl NT(h, S, C) als auch INT(h, S, C) zu approximieren. Diese Gréfien
sind zur Beantwortung einiger interessanter Fragen niitzlich und aus ihnen lassen sich
zudem N (h) und IN(x,h) berechnen.

Definiere als M(x, h) die Knotenmenge, die Abstand h oder weniger von x hat.

Von x aus erreicht man in h oder weniger Schritten diejenigen Knoten, die man von z
aus in h—1 oder weniger Schritten erreicht hat und zusétzlich die Knoten in M(y, h—1),
falls die Kante (z,y) existiert.

Betrachtet man in dem Graphen aus Abbildung 1 M(z1,2), so erhilt man

M(m1,2) = M(.Tl, 1) U M(xg, 1) = {:L’l,JIQ} U {azg,xg,a:4,a:5}

= {x1,22, 22,23, 24,75}



Die Berechnung diese Knotenmenge wird in Algorithmus 1 dargestellt.

1 M(z,0)=xforallz eV
2 for each distance h do

3 M(z,h) = M(z,h—1) forallz € V
4 for each edge (z,y) do
5 | M(z,h) = M(z,h) UM(y,h — 1)

Algorithmus 1: Knotenmenge mit Abstend h oder weniger von z

Die Vereinigung der Mengen ist recht aufwendig, da beide zu vereinigenden Mengen auf
der Suche nach mehrfach auftretenden Elementen durchlaufen werden miifiten.

Fiir die Nachbarschaftsfunktion sind nur paarweise verschiedene Elemente von Interesse,
daher mufl die Anzahl verschiedener Elemente in M (z, h) moglichst effizient berechnet
werden.

Dies kann mit Hilfe eines Zugehorigkeitsbits realisiert werden. Dabei wird jedem Knoten
ein Bitstring der Lénge n zugeteilt, in dem fiir den Knoten ¢ das i — te Bit gesetzt ist.
Werden dann Mengen vereinigt, so geschieht dies iiber BITWEISE-ODER-Vergleiche.
So koénnen nur bisher nicht betrachtete Elemente in die Menge aufgenommen werden,
da bereits betrachtete Elemente schon ihr Bit gesetzt haben.

Diese Methode benétigt O(n?) Speicher, da fiir n Knoten ein Bitstring der Linge n
angelegt werden mufl. Aber ein so hoher Speicherbedarf sollte bei grofien Graphen ver-
mieden werden.

Daher betrachten wir eine weitere Moglichkeit, wie die Anzahl verschiedener Elemente
in M(z, h) berechnet werden kann:

Da die Nachbarschaftsfunktion nur angenihert werden soll, geniigt es, diese Anzahl zu
approximieren; dies geschieht mit Hilfe der probabilistischen Zahlmethode.

3.1 Probabilistische Zidhlmethode

Bei dieser Methode werden kiirzere Bitstrings verwendet, némlich Bitstrings der
Lénge [logy(n)]. Dies bedeutet, daBl mehrere Elemente der Menge auf dieselbe binére
Darstellung abgebildet werden.

In jedem Bitstring wird genau ein Bit gesetzt mit Wahrscheinlichkeit
P(Bit i =1) = 0.5"t!, wobei die Nummerierung der Stellen im Bitstring bei 0 beginnt.
Diesem Ansatz liegt die Intuition zugrunde, dafl man, wenn man Elemente betrachtet



und keines z.B. das Bit 1 gesetzt hat, mit hoher Wahrscheinlichkeit hochstens 4 Elemen-
te gesehen hat.

Dann wird iiber den Logarithmus geschéitzt und auf die tatséchliche Anzahl geschlossen:
Der geschétzte Wert des Logarithmus der Anzahl liegt zwischen der Position des linke-
sten Nullbits und der des rechtesten Einsbits des Elementes, das entsteht, wenn man
alle Elemente der betrachteten Menge vereinigt. Diese Naherung ist natiirlich nicht sehr
gut; daher wird die Approximation dadurch verbessert, dafl man iiber die Werte einiger
auf gleiche Weise erzeugter Elemente mittelt.

In einem Beispiel aus [3] wird eine Menge von 26692 Codezeilen, wovon 16405 verschie-
den sind, betrachtet. Bildet man diese Zeilen mittels einer Hashfunktion, die die obige
Wahrscheinlichkeit zur Bitsetzung verwendet, auf einen Hashcode ab, der eine Lange
von 24 Bits hat, und bildet die Vereinigungsmenge dieser Hashcodes durch BITWEISE-
ODER-Vergleiche, so erhélt man folgendes Element

%111111111111?1ZTlOOOOOOO(T).

0 13 15 23

Das linkeste Nullbit befindet sich an Stelle 13 und das rechteste Einsbit an Stelle 15 und
es gilt

13 < log, 16405 ~ 14,002 < 15.

Sei b die erwartete Position des linkesten Nullbits (falls man das Eins-Element betrach-
tet, so gilt: b ist die Lénge der Elemente), a die Anzahl verschiedener Elemente in der
Menge und ¢ = 0,77351.... Dann la8t sich zeigen, dafl b ~ log, pa gilt, d.h.
21)
b~logypa & X rxpa & ar—.
2
Zudem ist die Qualitét dieser Abschétzung nach [3] beweisbar und die Vereinigung von
Mengen erfolgt iiber BITWEISE-ODER, da ein Bit gesetzt ist, falls das zugehorige
Element in der Menge ist. Dies bedeutet, daf§ das Schatzverfahren auch auf der ODER-
Verbindung zweier Bitstrings wieder funktioniert.

Also wird M(x,h) durch M (x,h) mit kiirzeren Bitstrings der Lénge [logy(n)| + 7,
die k-mal parallel aufgestellt werden, approximiert, wobei r € N klein und konstant ist
und die Bitanzahl etwas steigert, in der Hoffnung, die Genauigkeit zu erhohen. Also ist
M (z,h) ein Bitstring der Lénge k([logy(n)| + ). Diese verkiirzten Bitstrings reichen
aus, da man sowieso nur an der approximativen Berechnung der Anzahl verschiedener
Elemente in der Menge interessiert ist.



Abbildung 2: Beispielgraph 2

Bezeichne im folgenden V die BITWEISE-ODER-Operation, d.h. M (z, h—1)V M (y, h—1)
sei die Vereinigung der Mengen M (x,h—1) und M (y,h—1) zu M(z, h) unter Benutzung
des BITWEISE-ODER-Vergleiches.

Betrachtet man den Graph aus Abbildung 2, so ist die Knotenanzahl n = 5 und somit
[logy(n)] = 3. Wahlt man r» = 0 und k& = 3, so haben die Bitstrings fiir M (z,h) die
Lénge k([logy(n)] +r) =3(34+0) = 9.

Die Bitstrings fiir o = 0 werden wie oben beschrieben gesetzt, dabei ist in jedem Teil-
Bitstring der Linge [logy(n)] +r = 3 ein Bit gesetzt mit P(Bit i = 1) = 0.5°"! und
somit erhdlt man die Spalte fiir M (x,0) der nachfolgenden Tabelle.

x M(x,0)

M(z,1)

M(x,2)

1
T2
T3
T4
L5

100 100 001
010 100 100
100 001 100
100 100 100
100 010 100

110 110 101
110 101 101
110 101 100
100 111 100
100 110 101

110 111 101
110 111 101
110 111 101
110 111 101
110 111 101

Durch die Aufspaltung von M (z,h) = M(z,h—1)V M(y,h —1) bei vorhandener Kante
(x,y) ergibt sich

M(x1,1) = M($1,0)\/M(Q?5,0)\/M(l’2,0)
= 100 100 001 v 100 010 100 Vv 010 100 100 = 110 110 101
M(z2,1) = M(:L'Q,O)\/M(xl,O)VM(l'g,O)

= 010 100 100 Vv 100 100 001 v 100 001 100 = 110 101 101
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Genauso verfihrt man mit den restlichen Knoten und erhilt damit die Spalte fiir
M(x,1).

Analog erhélt man fiir die Spalte von M (x,2)

M(x1,2) = M($1,1)\/M(CE5,1)\/M($2,1)
110 110 101 v 100 110 101 v 110 101 101 =110 111 101
M(xQ,Q) = M(:cg,l)\/M(xl,l)\/M(x;;,l)

= 110 101 101 v 110 110 101 v 110 101 100 =110 111 101

und ebenso fiir die verbleibenden Knoten z3, x4 und xs.

Bis jetzt konnen in den so aufgestellten Mengen Knotenpaare mehrfach vorkommen,
aber wie viele unterschiedliche Knotenpaare sind jetzt in M (z, h) bzw. wie lautet die
approximierte individuelle Nachbarschaftsfunktion IN(z,h)?

x IN(z,1) IN(z,2)

1 b:2+§+1:§,2§%4,1 b:%:z%%&l
Ty | b= =4 Dx3 05 | p=23E =9 2 x5
vy | b= =4 2 x305 | p=23E =9 2 x5
T4 bz#:%,%}zégl b:%:l%%&l
s | b=12E =4 2 x305 | p=23E =9 L x5 ]

Man sieht, dafl selbst bei einem so kleinen Beispiel eine relativ genaue Abschitzung der
individuellen Nachbarschaftsfunktion zustande kommt, denn die tatséchlichen Werte
betragen offensichtlich

IN(zi,1) = {v:v e V,dist(x;,v) < 1} = {xi, xi—1,xix1} = 3

bzw.
IN(a:i, 2) = ’{1} v E V, dist(xi,v) S 2}‘ = ’{l’i,xi_l,$i+1,$i_2,$i+2}‘ =5
fir i =1,...,5 und Z(;045) in der Menge.

Diese Approximation wird bei sehr grolen Graphen, bei denen es v.a. um die Grofien-
relation geht, ungleich besser.

3.2 ANF-0

Mit der geleisteten Vorarbeit kann nun der Basis-ANF-Algorithmus ANF-0, der in Al-
gorithmus 2 dargestellt ist, formuliert werden.
Dabei werden in Zeile 1 — 3 die Bitmasken wie in Abschnitt 3.1 beschrieben aufgestellt.

11



Die Zeile 4 beinhaltet die &uflere Schleife, die fiir jede Distanz h durchlaufen wird. In Zei-
le 5—8 werden die Mengen M (z, h) nach der gefundenen Regel aufgestellt bzw. vereinigt
und in den Zeilen 9 und 10 wird die approximierte individuelle Nachbarschaftsfunktion
berechnet. Zum Schlufl wird in Zeile 11 die approximierte Nachbarschaftsfunktion aus
den erhaltenen approximierten individuellen Nachbarschaftsfunktionen aufsummiert.

Input: Graph G = (V, E) R
Output: approximierte Nachbarschaftsfunktion N (h)

M(z,0) = {z}

for each z € V do

3 M (x,0) ist Verbindung von k Bitmasken, jede mit einem Bit gesetzt mit
| Wahrscheinlichkeit P(Bit i) = 0.5"1

4 for each h starting with 1 do
for each x € V do
6 | M(x,h) = M(z,h—1)

N =

7 for each (x,y) do
8 | M(z,h) = M(x,h) BITWISE-OR M (y,h — 1)

9 for each x € V do
10 t IN(z,h) = %
11 N(h) =Y ,c IN (2, h)
Algorithmus 2: ANF-0

Die Nachteile von ANF-0 bestehen zum einen darin, daf} sehr viel Speicherplatz bené6tigt
wird, da M (z, h) fiir jedes x und jedes h berechnet und gespeichert wird. Zum anderen
wird die verallgemeinerte Nachbarschaftsfunktion Nt (h,S,C) nicht berechnet, obwohl
sie fiir viele Anwendungen erforderlich ist.

Daher werden einige Verbesserungen vorgenommen:

Die Beobachtung, dafl M (z,h) immer nur auf M(y,h — 1), aber nie auf M(y,h — 2)
zuriickgreift, motiviert die Einfithrung von M cur(x) anstelle von M (z, h) und Mlast(y)
anstelle von M (y,h — 1).

AuBlerdem wird in der Berechnung der Nachbarschaftsfunktion in Zeile 11 die Unter-
scheidung getroffen, ob der Knoten x in der Startmenge S ist oder nicht; es wird iiber
x € S statt tiber x € V summiert. Dazu wird Mcur(z) um ein markierendes Bit erwei-
tert, ob x € S oder nicht.

Als drittes dndern die Endknoten in C' den Start des Algorithmus in h = 0 ab, denn es
gilt M(x,0) =0 fiir x ¢ C, d.h. z ¢ C wird mit der Bitmake 0 initialisiert.
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3.3 In-core ANF-0

Mit diesen Verbesserungen kann der Algorithmus ANF-0 weiterentwickelt werden zum
Algorithmus In-core ANF-0, der in Algorithmus 3 beschrieben ist.

Input: Graph G = (V, E) X
Output: approximierte Nachbarschaftsfunktion N (h)
for each z € V do

if x € C then

3 Mcur(z) ist Verbindung von k Bitmasken, jede mit einem Bit gesetzt
mit Wahrscheinlichkeit P(Bit i) = 0.5'*!

N =

4 for each h starting with 1 do
for each z do
6 L Mlast(z) = Mcur(z)

7 for each (z,y) do
8 L Mcur(xz) = Mcur(xz) BITWISE-OR Mlast(y)

9 for each x do
~ b
0 | | IN@hC) = g

11 N+(h,S,C) = ,cg IN (2,h,C)
Algorithmus 3: In-core ANF-0

Dieser Algorithmus In-core ANF-0 erfiillt nun eine Fehlergarantie fiir IN*(z, h,C), da
die Methode des probabilistischen Zihlens eine beweisbare Qualitit besitzt, und somit
auch fiir N (h, S, C).

Die Laufzeit betragt O((n+m)d), d der Durchmesser des Graphen, da der Aufwand fiir
die inneren Schleifen O(n + m +n) = O(n + m) und fir die duBlere Schleife O(d) ist,
also insgesamt O((n + m)d).

Es wird nur noch zusétzlicher Speicher fiir Mcur und Mlast benétigt, also ist der
Speicherbedarf O(n).

Zudem ist der Algorithmus gut parallelisierbar, da das Knoten- und Kanten-File parti-
tioniert und die Berechnungen von Mcur(z) fiir verschiedene x aufgeteilt werden kann.
Erst nach jeder Iteration ist eine Synchronisation erforderlich.

Auch ist ein sequentieller Scan des Kanten-Files moglich.

AuBerdem wird I N (z, h) berechnet, was bei vielen Fragen eine Rolle spielt.

Allerdings hat bis jetzt noch keine Anpassung an den verfiigbaren Speicher stattge-
funden.
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Abbildung 3: Partitionierung von Mlast(y), Mcur(x) und den Kanten (z,y)

3.4 ANF

Der grofle Nachteil von In-core ANF-0 besteht darin, daf§ beim Sehen der Kante (x,y)
Mecur(z) gelesen und geschrieben und Mlast(y) gelesen wird. Falls die Tabellen von
M ecur(xz) und Mlast(y) sehr grofl sind, miindet das in wie zufélligen Zugriff auf M cur(x)
und Mlast(y).

Dies kann dadurch verbessert werden, da§ die grofen Bitmasken in Mcur(xz) und
Mlast(y) in by bzw. by Abschnitte eingeteilt werden, zusétzlich werden die Kanten auf
b1 x by Buckets verteilt und sortiert; dann werden nur die jeweils zu bearbeitenden
Buckets geladen. In der Abbildung 3 entspricht der linke Block Mlast(y), aufgeteilt in
by Sektionen, und der rechte Block Mcur(z), aufgeteilt in b; Sektionen. In diesem Bei-
spiel wurde b; = by = 3 gewihlt.

Wird nun das erste Bucket von Mcur(z) geladen, so folgt man den Nummerierungen
der Kantenpartitionierung beim Laden der Buckets von Mlast(y), d.h. zuerst sind die
ersten Buckets von Mcur(z) und Mlast(y) im Speicher, danach wird in Mlast(y) das
erste Bucket durch das zweite und schliellich durch das dritte ersetzt. Danach mufl das
zweite Bucket von Mcur(z) geladen werden, da das erste fertig bearbeitet ist. Da aber
das dritte Bucket von Mlast(y) noch im Speicher ist, beginnt man diesmal damit und
tauscht spater das dritte gegen das zweite Bucket von Mlast(y) aus usw.

Dabei bemerkt man, dafl jedes Bucket von M cur(x) zwei I/O-Operationen benétigt, da
gelesen und geschrieben wird, jedes Bucket von Mlasl(y) jedoch nur eine I/O-Operation,
da nur gelesen wird. Daher ist es sinnvoll, relativ grofie Partitionierungen von M cur(x)
und relativ kleine Partitionierungen von Mlast(y) zu bilden, d.h. wihle b; so klein und

14



bs so grof}, daf die entstehenden Buckets noch in den Speicher passen.
Dies fiihrt auf den Algorithnus fiir das verbesserte Update fiir Mcur(z), der in Algo-
rithmus 4 beschrieben wird.

1 for each bucket i of Mcur do

2 Load bucket i of Mcur

3 for each bucket j of Mlast do

4 Load bucket j of Mlast

5 for each (z,y) in bucket (i,j) do

6 L Mecur(x) = Mcur(x) OR Mlast(y)

7 Write bucket i of Mcur

Algorithmus 4: Update fiir M cur

Jetzt erfiillt der ANF-Algorithmus eine Fehlergarantie fiir N (h, S, C), benétigt nur
zusitzlichen Speicher fiir Mcur(x) und Mlast(y) und ist an den verfiigbaren Speicher
angepafit. Er ist leicht parallelisierbar, besitzt ein gutes Zugriffsverhalten beim sequen-
tiellen Scan des Kanten-Files und berechnet IN(x, h).

3.5 ANF-C

Die Schnelligkeit von ANF kann nochmals gesteigert werden, denn betrachtet man die
Bitmasken, die im Verlauf des Algorithmus auftreten, so stellt man fest, dafl sie in der
Regel im Laufe der Zeit immer mehr fithrende Einsen ansammeln, d.h. sie sind von der
Form 11111111110xzzxz. Diese fithrenden Einsen werden bisher im Algorithmus bei der
BITWEISE-ODER-Operation jeweils einzeln verglichen, obwohl klar ist, dafl immer eine
Eins entsteht. Deshalb wird zur Fiithrende-Einsen-Kompression ein Counter eingefiihrt,
in dem die Anzahl fithrender Einsen gezéhlt wird, sodafl sie nicht mehr verglichen wer-
den miissen.

AuBlerdem konnen die k parallelen Approximationen ineinander verschachtelt werden, da
jede Teil-Bitmaske der Léange [logy(n)]| + r viele fithrende Einsen besitzt. Dabei werden
jeweils die ¢ — ten Bits der k& Bitmasken nacheinander aufgeschrieben fiir
1=0,...,Linge der Elemente—1. Diese Methode wird Bitschieben genannt und iiberfiihrt
z.B. fir k =2

11100 11010 nach 1111100100.

Somit wird der Anteil an fiihrenden Einsen nochmals erhoht, die durch die Fiihrende-
Einsen-Kompression nicht mehr verglichen werden miissen.
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4 Experimentelle Auswertung

Der ANF-Algorithmus hingt ab von dem Parameter r, der die Anzahl zusétzlicher Bits
angibt, und dem Parameter k, der die Anzahl paralleler Approximationen bestimmt.
Dabher stellt sich die Frage, wie diese beiden Groflen Einflul auf den Verlauf des Algo-
rithmus nehmen.

Zum anderen interessiert, ob ANF schneller und genauer als bereits bestehende Appro-
ximationen ist und ob ANF zu groflen Graphen skaliert.

4.1 Fehler

Der Fehler, der benétigt wird, um die Qualitdt der approximierten Nachbarschaftsfunk-
tion N(h) abzuschétzen, 148t sich auf die iibliche Weise definieren.

Der relative Fehler zwischen der exakten und der mit ANF approximierten Nachbar-
schaftsfunktion, der beziiglich einer festen Distanz h gemessen wird, lautet

rel(N(h), N(h)) = RAl (hj)vzh])\f (h) |

Der gesamte Fehler zwischen der exakten und der mit ANF approximierten Nachbar-
schaftsfunktion, der iiber alle Distanzen h gemessen wird, besteht in

L) = \/ Dhearel (), K1)

Dabei lduft die Summe erst ab Distanz h = 2, da die exakten Werte fiir h = 0 und h = 1
ja bekannt sind, und d bezeichnet wieder den Durchmesser des Graphen.

4.2 Parameter

Der Parameter k£ bestimmt die Anzahl paralleler Approximationen und ist somit ein
Kompromifl zwischen Zeit und Genauigkeit, denn je mehr parallele Approximationen
durchgefiihrt werden, umso genauer wird zwar das Ergebnis, aber es dauert auch viel
lainger. Die Autoren geben an, daf§ der ANF-Algorithmus fiir & = 64 gute Resultate
liefert.

Der Parameter r gibt die Anzahl zusétzlicher Bits beim Aufstellen der Bitmasken an.
Um einen guten Wert fiir 7 zu finden, muf der gesamte Fehler e(N, N) fiir verschiedene
Werte von r und verschiedene Datenmengen berechnet werden. Die Autoren schlagen
r =7 vor, da dann der gesamte Fehler relativ klein sei.
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4.3 Genauigkeit

Um die Genauigkeit zu messen, mufi ANF mit den anderen Verfahren zur Approxima-
tion der Nachbarschaftsfunktion verglichen werden. Deshalb werden die einzigen beiden
Ansitze, die sich iiberhaupt ernsthaft mit deren Ndherung befassen, vorgestellt.

Die RI-Approximation basiert auf einem &dhnlichen Ansatz wie ANF, benutzt aller-
dings ein anderes Zihlverfahren, um die Anzahl unterschiedlicher Elemente in einer
Menge zu finden.

Sampling ist ein Verfahren, das (fiir einen vorher festgelegten Prozentsatz an Knoten)
fiir zuféllig ausgewéhlte Knoten die exakte Nachbarschaftsfunktion unter Benutzung der
Breitensuche berechnet.

Die Tests wurden auf sieben Graphen durchgfiihrt, wovon drei reell und vier konstruiert
sind:

cornell: reeller gerichteter Graph, crawl der Cornell-Website
cora: reeller gerichteter Zitierungsgraph

router: reeller ungerichteter Graph, der Routerwege darstellt
cycle: ungerichteter Kreis

grid: ungerichtetes Gitter

uniform: Graph mit zufilligen ungerichteten Kanten

80-20: speziell konstruierter ungerichteter Graph

Die Genauigkeit von ANF gegeniiber RI mit »r = 7 und k& = 64 wird in Abbil-
dung 4 dargestellt. Es wird deutlich, da8 der relative ANF-Fehler ziemlich unabhéngig
von der zugrunde liegenden Datenmenge ist, der relative RI-Fehler jedoch stark von den
Daten abhéngt.

ANF ist zudem recht genau und besitzt fiir k& = 64 weniger als 7% Fehler.

Weitere Testergebnisse fiir verschiedene Werte von k sind in der folgenden Tabelle zu-
sammengestellt:

k ‘ ANF — Fehler ‘ RI — Fehler

32 10% 27%
64 % 14%
128 5% 12%

Die Genauigkeit von ANF gegeniiber Sampling ist relativ schwierig darzustellen,
da Sampling erhebliche Speicheranforderungen hat, da das Kanten-File bei der Breiten-
suche komplett in den Speicher passen mufl. Auflerden berechnet Sampling keine indi-
viduelle Nachbarschaftsfunktion und die Qualitéit ist stark graphenabhiingig, weswegen
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Abbildung 4: Genauigkeit von ANF gegeniiber RI

man keine Fehlerschranke angeben kann. Es wurde ein spezieller Graph konstruiert, auf
dem Sampling total versagte, ANF aber gute Ergebnisse lieferte.

4.4 Geschwindigkeit und Skalierbarkeit

Der Fairness wegen wurden alle Berechnungen der verschiedenen Algorithmen auf den-
selben Rechnern mit denselben Ressourcen durchgefiihrt.

Die Geschwindigkeit von ANF gegeniiber RI mit r = 7 und k£ = 64 wird in Abbil-
dung 5 prasentiert. Man sieht deutlich, dal ANF entweder gleich schnell oder schneller
als RI auf allen Test-Datenmengen arbeitet.

Fiir die Werte k = 32 bzw. k = 128 ergibt sich das gleiche Bild, nur daf} sich die Laufzeit
halbiert bzw. verdoppelt.

Die Geschwindigkeit von ANF gegeniiber Sampling darzustellen ist nicht sinn-
voll, da Sampling -wie wir gesehen haben- sehr viele Probleme bereitet.

Fiir die Skalierbarkeit wurde ein Graph mit zufillig erzeugten Knoten und Kanten
mit Kanten-Knoten-Verhéltnis 8 : 1 generiert und alle Algorithmen (die verschiedenen
ANF-Varianten, RI und Sampling) wurden darauf getestet. Dabei wurden alle Para-
meter der Algorithmen so gewéhlt, dafl sie die gleiche Laufzeit auf dem Startgraphen
haben. Erst im Laufe der Zeit bei Erhohung der Knoten- und Kantenanzahl machen
sich die Stiarken bzw. Schwichen der verschiedenen Algorithmen bemerkbar.
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Abbildung 5: Geschwindigkeit von ANF gegeniiber RI
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Abbildung 6: Skalierbarkeit der verschiedenen betrachteten Algorithmen
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In Abbildung 6 wird dies verdeutlicht.

Dabei sieht man deutlich, dafl die RI-Approximation verschwenderisch mit ihren Res-
sourcen umgeht und bei einer Kantenanzahl von ca. 2 Millionen abgebrochen werden
muflte.

Sobald das Kanten-File nicht mehr in den Speicher pait (bei ca. 7 Millionen Kanten),
muf} auch Sampling abgebrochen werden. Auflerdem skaliert Sampling nicht linear son-
dern eher exponentiell.

Auch der Basis-ANF-Algorithmus ANF-0, der verschwenderisch mit Speicherplatz um-
geht, mufl zu diesem Zeitpunkt beendet werden.

Lediglich ANF und die schnellere Variante ANF-C koénnen auf sehr grofien Graphen
eingesetzt werden. Beide skalieren linear, allerdings mit verschiedenen Steigungen bei
verschiedenen Graphengroéfien. Der néichste gravierende Einschnitt ist bei einer Kan-
tenanzahl von ca. 16 Millionen; ab diesem Zeitpunkt passen die beiden Tabellen von
Mecur(z) und Mlast(y) nicht mehr komplett in den Speicher.

Die Geschwindigkeitssteigerung von ANF-C gegeniiber ANF kann v.a. auf dem anschlie-
Benden Teilstiick gesehen werden.

Abschlielend kann gesagt werden, da} ANF ein Tool fiir die relativ genaue Berech-
nung der Nachbarschaftsfunktion ist, das sehr gut zu grolen Graphen skaliert und sehr
viel schneller als die exakte Berechnung sein kann.

5 Anwendungen

Mit dem herausgearbeiteten ANF-Algorithmus ist man nun in der Lage, die eingangs
gestellten Fragen zu beantworten.

5.1 Knotenwichtigkeit

Um z.B. den besten Eroffnungszug bei Tic-Tac-Toe herauszufinden, bei dem der Start-
spieler X gewinnt, wird so vorgegeangen:

e Definiere den zugrunde liegenden gerichteten Graphen als G = (V| E), wobei V
die Menge aller moglichen Spielfeldbelegungen und E die Menge aller moglichen
Ubergiinge zwischen diesen Spielfeldbelegungen darstellt.

e Sei S die Menge der Eroffnungsziige, in denen X beginnt und C die Menge der
Endziige, in denen X gewinnt und O verliert.

e Der beste Eroffnungszug ist derjenige, fiir den die verallgemeinerte individuelle
Nachbarschaftsfunktion TN (h, S, C) am hochsten ist.
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Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle festgehalten, wobei die eingetragenen Werte
denen von INT(h, S, C) bzgl. des Feldes entsprechen.

2,5012,371]2,50
2,36 | 2,57 2,36
2,50 2,36 | 2,51

Dabei kommt die wenig tiberraschende Erkenntnis zustande, dafl es am giinstigsten ist,
im Mittelfeld zu starten gefolgt von den Eckfeldern.

Das Maf der individuellen Nachbarschaftsfunktion fiir Knotenwichtigkeit kann mit der
Closeness-Zentralitéit in Verbindung gebracht werden.

Fiir d den Durchmesser des Graphen ist I N(z, d) die Anzahl aller kiirzesten (x,t)-Wege,
wobei t € V ist, d.h. IN(z,d) ist ein Ma$ fiir die Verbundenheit eines Knotens = im
Graphen G = (V, E) und IN(z,d) > 1.

Die Closeness-Zentralitdt eines Knotens x im Graphen G = (V,E) ist mit
dg(x,t) = kiirzeste Linge des (x,t) — Weges definiert als

1
- ZtGV dG(xv t)
und ist somit ebenfalls ein Maf fiir die Verbundenheit eines Knotens x im Graphen
G=(V,E).
Die Closeness-Zentralitéit kann allerdings auch mit Hilfe der individuellen Nachbar-
schaftsfunktion ausgedriickt werden:

co(G)x

d
cc(@)e =D _h-IN(z,h)" = (> dist(x,t))"".

h=1 teV

So wird deutlich, dafl sich die Closeness-Zentralitit als eine Art inverser ’individueller
Nachbarschaftsfunktions-Zentralitéit’ auffassen 14t.

5.2 Graphenihnlichkeit

Will man zwei komplette Graphen vergleichen, bedeutet dies, dal die Nachbarschafts-
funktionen beider Graphen fiir jede Distanz h berechnet werden miissen und daf} diese
dann in jedem h verglichen werden miissen. Das bedeutet bei groflen Graphen jedoch,
dafl zwei Funktionen auf einen riesigen Definitionsbereich zu vergleichen sind.

Aus diesem Grund wird der Hop-Exponent H bzw. der individuelle Hop-Eponent H,
eingefiihrt, der das Vergleichen erleichtert.

Viele reelle Graphen geniigen einem Potenzgesetz N(h) oc k™, und falls sie das tun,
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Abbildung 7: Anzahl verbundener Routerpaare vs. Anzahl geloschter Router

so besitzt ihre Nachbarschaftsfunktion N (h) einen linearen Teil mit Steigung H in der
log-log-Darstellung, d.h. den Hop-Exponenten H kann man aus der log-log-Darstellung
"ablesen’. Der Hop-Exponent entspricht der ‘Dimensionalitdt’ des Graphen, z.B. hat ein
Kreis H = 1 und ein Gitter H = 2. Dies bedeutet aber auch, dal Graphen mit unter-
schiedlichem Hop-Exponent nicht dhnlich sein kénnen.

Damit ist es nur noch nétig, die Hop-Exponenten der Graphen zu vergleichen, welche
auf einem etwas kleineren Graphen berechnet werden kénnen:

Sei dog der effektive Durchmesser des Graphen, d.h. deg ist das kleinste h, sodafl 90% der
Knotenpaare enthalten sind. Berechne dann N (deg) und finde mit der Methode der klein-
sten Fehlerquadrate die Ausgleichsgerade in der log-log-Darstellung von N (deg). Diese
Ausgleichsgerade besitzt die Steigung H und ist ein Maf} fiir den Zuwachs der Nachbar-
schaftsfunktion. Entsprechend kann das gleiche fiir H, bzgl. des Knotens x durchgefiihrt
werden.

Damit ist man jetzt in der Lage, die Frage, wie robust das Internet gegen Routerausfille
ist, schnell zu beantworten. In Abbildung 7 wird deutlich, dal der Ausfall zufilliger
Router die Verbundenheit nicht sehr stark beeintréchtigt; wihlt man die Router aber in
absteigender H,-Reihenfolge oder in absteigender Knotengrad-Reihenfolge, so sind die
Auswirkungen auf die Verbundenheit verheerend.
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5.3 Teilgraphenihnlichkeit

Schauspieler und Filme koénnen als Knoten des Graphen G = (V, E) dargestellt werden,
indem eine ungerichtete Kante zwischen ihnen gesetzt wird, falls der Schauspieler im
Film einen Auftritt hat. Ein anderer Graph kann &hnlich definiert werden, in ihm wer-
den die Filme in Genres aufgeteilt. D.h. Filme und Filmgenres sind Knoten und eine
ungerichtete Kante entsteht, wenn ein Film einem gewissen Genre angehort. Betrachtet
man diese beiden Graphen als einen, so besteht die Knotenmenge aus Schauspielern,
Filmen und Filmgenres.

Will man nun herausfinden, in welchen unterschiedlichen Filmgenres ein Schauspieler
auftritt, bedeutet das, dafl man die von den Filmen eines Genres induzierten Teilgra-
phen betrachten und zu jedem Teilgraphen den Hop-Exponenten bestimmen muf}. Da-
nach werden die Hop-Exponenten, die sich um weniger als 0.1 unterscheiden, zusam-
mengefafit und die zugehorigen Genres bilden einen Cluster. So erhélt man Informa-
tionen, welche Filmgenres ’spezialisierte’ Schauspieler besitzen und zwischen welchen
Filmgenres die Schauspieler wechseln. Z.B. besteht ein Cluster aus den Genres 'Horror,
Abenteuer, Krimi, Thriller, Action’, was bedeutet, dafi Schauspieler in der Regel zwi-
schen diesen Filmgenres wechseln; andererseits besteht z.B. der Cluster 'Comedy’ aus
nur einem Genre, da die Schauspieler hierauf ’spezialisiert’ sind.
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