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Kapitel 1

Kombinatorik

Hauptfragen der Kombinatorik:  Kombi-
nationen”

1. Existenz eines Objekts mit gewissen Eigenschaften
2. Anzahl der Objekte mit gewissen Eigenschaften

3. Konstruktion eines oder aller Objekte mit gewissen Eigenschaften

Die Objekte sind meist Mengen und wir beschrénken uns hier auf endliche vgl.
Mengen, d.h. Mengen, fiir die es keine bijektive Abbildung auf eine ihrer “Hr:)etgf“'Ches

echten Teilmengen gibt.

Ausserdem behandeln wir vorwiegend Anzahlprobleme. Diese bilden die Grund-
lage fiir die in den Kapiteln 2 und 3 behandelten Themen.

1.1 Awuswahlen

Zentrale Frage:
‘Wieviele Moéglichkeiten gibt es, aus n Objekten k mal auszuwéhlen?

Héngt davon ab: (M = {1,2}, M| =n =2, k =2)

Reihenfolge || relevant unerheblich
Wiederholungen
moglich 4 (1,1),(1,2),(2,1),(2,2) [ 3: [L1], (12}, [2, 2]
ausgeschlossen 2: (1,2),(2,1) 1: {1,2}
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Héaufig spricht man auch vom Ziehen von k Elementen aus einer Menge von
n Elementen, und zwar mit oder ohne Zuriicklegen (je nachdem, ob Wieder-
holungen erlaubt sind) und mit oder ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Definition (Multimenge)
Eine Menge M zusammen mit einer Vielfachheit #,; : M — W ihrer Ele-
mente heifit Multimenge. Wir schreiben kurz #a = #y(a) und a €, M, falls
#a =k, sowie a € M bzw. a & M, falls a €, M fiir ein k € N bzw. k = 0.
Die Kardinalitét (auch: Méachtigkeit) |M| = > #a.

acM
Fiir Multimengen M, N gilt M C N, fallsa €, M — a €; N mitk <. Ist
N jedoch eine gewdhnliche Menge, so gilt M C N, fallsa € M = a € N
(unabhédngig von #a).

Beispiel (Auswahlprobleme)
1. PINs
(n = 10 Ziffern, k = 4 Lénge)
— Wiederholungen mdéglich, Reihenfolge wird beriicksichtigt

2. Wahlausgédnge
(n Kandidaten, k Wéhler)
— Wiederholungen mdglich, Reihenfolge wird nicht beriicksichtigt

3. Wettkampfausgénge
(n Teilnehmer, k Medaillen)
— keine Wiederholungen, Reihenfolge wird beriicksichtigt

4. Lotto 6-aus-49 (ohne Zusatzzahl)
(n=49, k=6)
— keine Wiederholungen, Reihenfolge wird nicht beriicksichtigt

Wiederholungen zugelassen, Reihenfolge beriicksichtigt

Da die Reihenfolge beriicksichtigt wird, konnen wir auch bei der Bestimmung
der Anzahlen der Reihe nach vorgehen. Bei der ersten Auswahl stehen uns
alle n Elemente zur Verfiigung. Da Wiederholungen erlaubt sind, kann wieder
jedes der n Elemente gewahlt und mit der ersten Auswahl kombiniert werden.

N:={1,2,3,...}
]N() = {O}U]N

— Do., 10.4. (V2) —
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Genauso bei der dritten, vierten, usw., sodass es insgesamt

N +MN == - n=mn
———
k mal

verschiedene Moglichkeiten gibt.

Folgerung
Fiir eine Menge M gilt |M*| =|M x ... x M| =|M|* .
—

k mal

Wiederholungen ausgeschlossen, Reihenfolge beriicksichtigt

Wieder gibt es fiir die erste Auswahl n Moglichkeiten. Bei der zweiten ist das
zuerst gewéhlte Element aber ausgeschlossen, sodass noch n—1 Moglichkeiten
bleiben. Bei der dritten Auswahl bleiben noch n — 2, weil die beiden zuerst
gewihlten Elemente ausgeschlossen sind, usw., sodass es insgesamt

k—1

no(n—1-(n=2)(n—k+1)=][(n—i)=nt

i=0
verschiedene Moglichkeiten gibt.

Bemerkung
Der Ausdruck n® heiit fallende Faktorielle (von n der Lénge k). Fiir k = n
erhalten wir

nﬂ:n(n_l) ..... 2.1 =nl

die Fakultédt (von n; auch: n-Fakultdt). Werden aus n Elementen n ohne
Wiederholungen ausgewéhlt, kommt jedes Element genau einmal vor. Es gibt
daher n! Moglichkeiten, n Elemente anzuordnen (Permutationen).

Wiederholungen ausgeschlossen, Reihenfolge unberiicksichtigt

Alle ausgewéhlten Elemente sind verschieden und ihre Reihenfolge ist egal.
Also kommt es nur darauf an, welche k Elemente ausgewéhlt werden, nicht
wie sie ausgewdhlt werden. Wir suchen also die Anzahl aller k-elementigen
Teilmengen einer Menge mit n Elementen.

n
0

0 .
!.

—1

1
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Von den n® Moglichkeiten, & Elemente ohne Wiederholung aber mit Beriick-
sichtigung der Reihenfolge auszuwéhlen, liefern alle Auswahlen, die sich nur
in der Reihenfolge unterscheiden, die gleiche Teilmenge. Wir haben aber ge-
rade gesehen, dass es k! Moglichkeiten gibt, & Elemente anzuordnen, sodass

es fiir 0 < k < n gerade
nt n! AL
K kl(n—k) \k

verschiedene k-elementige Teilmengen einer n-elementigen Menge gibt. Die
Zahl (}}) heiBt auch Binomialkoeffizient (von n iiber k).

(1) =(."0)

Wiederholungen zugelassen, Reihenfolge unberiicksichtigt

Folgerung
Fiir alle n, k € Ny gilt

Da Wiederholungen zugelassen sind, suchen wir jetzt also nach der Anzahl
der Multimengen mit Kardinalitét k, die Teilmenge einer n-elementigen Men-
ge sind. Dabei ist folgende Darstellung einer Multimenge hilfreich (fiir die wir
eine beliebige, aber feste Nummerierung der n moglichen Elemente anneh-
men): Fiir das erste Element schreiben wir entsprechend seiner Vielfachheit
oft %, dann (als Trennzeichen) ein |, dann fiir das zweite Elemente entspre-
chend seiner Vielfachheit oft * und wieder ein |, usw. Insgesamt erhalten wir
also eine Zeichenkette aus n + k — 1 Zeichen (k mal * und n — 1 mal |).

Beispiel: [2,2,5,5,5,7] C{1,...,7} wird dargestellt durch | s ||| % s s ||.

Jede solche Zeichenkette entspricht genau einer der gesuchten Multimengen
und umgekehrt. Die Zeichenketten sind aber leichter zu zéhlen, denn eine Zei-
chenkette ist eindeutig durch die Position der £ Elementzeichen * bestimmt.
Wieviele Moglichkeiten es gibt, aus den n + k£ — 1 Positionen k auszuwéhlen,
haben wir aber gerade erst festgestellt:

(1)

n<k:(}):

k<0: (:)

0

0
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Uberblick: aus n Objekten & mal wihlen

Reihenfolge beriicksichtigt unberiicksichtigt
Wiederholungen
’“ ()
zugelassen n I
k-Variationen k-Repetitionen
k-Stichproben k-Multiteilmengen
ausgeschlossen nk Z
k-Permutationen k-Kombinationen
n = k: Permutationen k-Teilmengen

1.2 Kombinatorische Beweisprinzipien

Im vorigen Abschnitt haben wir die Auswahlmengen in leichter abzuzihlen-
de zerlegt und deren Anzahlen kombiniert. Wird eine Gleichheit auf An-
zahliiberlegungen wie diese zuriick gefiihrt, so spricht man auch von einem
kombinatorischen Beweis.

In diesem Abschnitt sollen die oben implizit angewandten Regeln in allge-
meiner Form festgehalten werden. Sie werden hier nicht bewiesen, sondern
als wahr angenommen (in einer formalen Begriindung der Kombinatorik
spriachen wir von Axiomen).

Prinzip (Summenregel)
Sind Sy, ..., Sk disjunkte Mengen, dann gilt

|S1W ... WSk = |51+ ...+ |k -

Die Summenregel wird meist in der Form angewandt, dass die Elemente
einer Menge nach sich gegenseitig ausschliessenden Eigenschaften klassifiziert
werden. Viele Rekursionen lassen sich so herleiten.

Beispiel (Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten)
Sei M eine Menge mit |M| = n und S = (]\g) die Menge der k-elementigen
Teilmengen von M. Wir haben gezeigt, dass |S| = (Z)
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Andererseits kénnen wir die Teilmengen in S danach unterscheiden, ob sie
ein festes Element a € M enthalten. Sei also S, Q_S die Menge der k-
elementigen Teilmengen von M, die a enthalten, und S, = S\ S, die Menge
der k-elementigen Teilmengen von M, die a nicht enthalten.

Es gilt |S,| = ’(A{f\_{f})‘ = (Zj), denn wenn jede Menge in S, das Element a
enthélt, dann kénnen jeweils nur noch k — 1 Elemente aus M \ {a} gewéhlt

werden. Entsprechend gilt |S,| = ‘ (M\k{a})’ = (";1) und mit der Summenregel

folgt fiir allen > 1
n\ (n-—1 n n—1
k) \k—1 k)

Wird die Summenregel in der obigen Form angewandt, so spricht man auch
von einem Pascal-Argument (,ein Element isolieren, dann Fallunterschei-
dung®).

Die néchste Regel ist geeignet fiir Mengen, deren Elemente aus frei kom-
binierbaren Bausteinen zusammengesetzt sind. An die Stelle der disjunkten
Vereinigung tritt das kartesische Produkt.

Prinzip (Produktregel)
Sind Sy, ...,Sk Mengen, dann gilt

Beispiel (Telefonnummern)
In den USA bestehen Telefonnummern aus einer 3-stelligen Vorwahl und
einer 7-stelligen Rufnummer, die folgenden Bedingungen geniigen miissen:

1. Die Vorwahl darf weder mit 0 noch mit 1 beginnen, muss aber an
zweiter Stelle eine 0 oder 1 haben.

2. Die Rufnummer darf an den ersten beiden Stellen weder eine 0 noch
eine 1 haben.

Bezeichnen wir die Menge der zuldssigen Ziffern an der i-ten Stelle mit S;,
dann gilt also S; = Sy = S5 = {2,...,9}, S = {0,1} und S3 = Sg = S; =
Sg = Sg = S10 ={0,...,9}. Somit gibt es in den USA genau

S| ... S| =8-2-10-8%-10° = 1.024.000.000

zuldssige Telefonnummern.
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Relationen sind Teilmengen kartesischer Produkte. Die Richtigkeit mancher
Gleichungen 148t sich dadurch zeigen, dass eine geeignete binére Relationen
auf verschiedene Weise abgezihlt wird. Dies ist eine spezielle Verwendung
der Summenregel.

Prinzip (Doppeltes Abzihlen)
Fiir eine Relation R C S x T gilt

IR =) [{teT: (s,;t)e R} =) [{s€58: (s,t) € R}|.

ses teT
Zeilensummen Spaltensummen

Beispiel (Durchschnittliche Anzahl von Teilern)
Seit : N — N die Funktion, die einer natiirlichen Zahln € N die Anzahl t(n)
ihrer Teiler zuordnet, d.h. die Anzahl der Zahlen von 1, ..., n, die n teilen.

Offensichtlich gilt z.B. t(p) = 2 fiir alle Primzahlen p € N und t(2¥) = k + 1
fiir alle k € IN, die Funktion scheint also sehr unregelméssig zu verlaufen.

Wir zeigen durch doppeltes Abzéhlen, dass sich die ,durschnittliche® Anzahl
von Teilern, d.h. die Funktion (t(n)) = * 2 i1 t(j), wesentlich gleichformiger
verhalt.

Betrachte dazu die Teilbarkeitsrelation | C {1,...,n} x {1,...,n}, d.h.
(1,7) € | genau dann, wenn i Teiler von j. Fiir n = 8 ergibt sich z.B.:

1 2 3 4 5 6 7 8
1[1]1 12 13 1[4 15 16 1]7 1|3
2 2/2 2[4 2(6 2/8
3 33 3/6

4 4[4 418
5 505

6 6/6

7 7|7

8 8/8

Spaltenweise betrachtet entsprechen die Eintrdge gerade den Teilern einer
Zahl. In der j-ten Spalte stehen daher t(j) viele Eintrége. Zeilenweise be-
trachtet entsprechen die Fintriage gerade den Vielfachen einer Zahl. In der

n

i-ten Zeile stehen daher | %] viele Eintrédge. Mit dem Prinzip des doppelten

— Do, 24.4. (V2) —
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Abzéhlens erhalten wir fiir die durchschnittliche Teileranzahl
b)) = 234 = 230 [7
B ni = n = 1

Ersetzen wir | % | durch %, so ist der Fehler fiir alle i héchstens 1, also auch
fiir den Durchschnitt. Diese Abschétzung liefert schlieflich

(to) ~ ~3 " = 3%~
=1 =1

ein erstaunliches Resultat.

Statt eine Menge auf zwei Weisen abzuzéhlen ist es oft einfacher, eine Menge
auf eine leichter zéhlbare abzubilden. Dieses Prinzip ist grundlegend und von
uns auch schon oft verwendet worden.

Prinzip (Gleichheits- oder Identitéitsprinzip)
Ist 3 : S — T eine Bijektion, dann gilt

[SI=1T1 -

Beispiel

Wir haben das Identitétsprinzip bereits benutzt, um die Anzahl der k-Repeti-
tionen von n Elementen zu bestimmen, indem wir Multimengen bijektiv auf
Zeichenketten aus * und | abgebildet haben.

Ist die Bildmenge zu klein fiir eine Bijektion, lassen sich daraus trotzdem
niitzliche Einsichten gewinnen.

Prinzip (Schubfach- oder Taubenschlagprinzip)
Ist « : S — T eine Abbildung mit |S| > |T|, dann gibt es ein t € T mit

la” ()| > 2.
Einfach ausgedriickt: Steckt man n Tauben in n — 1 Taubenschlige, dann
sitzen in mindestens einem Taubenschlag mindestens zwei Tauben.

Beispiel
Von 13 Personen haben immer mindestens zwei im selben Monat Geburtstag.

harmonische
Reihe
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20

40

T T T
+++++
P ++++++++ B
+ + T
n ++++++ + e
i - -
+ ++ P
oy HF T
durchschnittliche Teileranzahl +
log(x) -------
_ _ 9(x) _
60 80 100

Abbildung 1.1: Vergleich der durschnittlichen Anzahl von Teilern mit dem

natiirlichen Logarithmus.
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1.2.1 Verallgemeinerungen

Das Taubenschlagprinzip scheint ein bisschen sehr einfach, doch es gilt auch
in allgemeinerer Form.

1.16 Satz (verallgemeinertes Schubfach- oder Taubenschlagprinzip)
Ist a: S — T eine Abbildung, dann gibt es ein t € T" mit

o]

B Beweis: Angenommen, es gibt eine Abbildung a : § — T mit |a~(t)| <
PT—‘ fiir alle ¢t € T. Dann gilt

el = (|| )

Do
ANCEICIED Y

T

IN

IN

S]-1
7]

- =[5[-1.

Da « eine Abbildung ist, gilt mit der Summenregel aber auch

Sl={UJa @] =2 [a"®)
teT teT
Zusammen genommen ergibt sich der Widerspruch |S| < |S| — 1. U

1.17 Beispiel
Wir zeigen: Auf einer Party mit mindestens sechs Personen gibt es immer Ramsey-
drei, die sich gegenseitig die Hand schiitteln, oder drei, die das nicht tun. Zahlen

Sei P = {p1,...,ps} die Menge der Personen und o : P\ {p1} — {0,1}
ordne jeder Person aufler p; eine 0 oder 1 zu, je nachdem, ob sie p; die Hand
schiittelt oder nicht.

Mit dem verallgemeinerten Taubenschlagprinzip folgt, dass es mindestens
E%'l]}' = [2] = 3 Personen gibt, die p; die Hand schiitteln oder dieses

en nicht tun. Ohne Einschrinkung nehmen wir daher an, dass p; sich mit
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P2, P3, p4 die Hand gibt (sonst umbenennen bzw. analoge Argumentation fiir
keinen Handschlag).

Wenn sich irgendeins der Paare (ps, p3), (p2, p4), (p3, ps) die Hand gibt, dann
haben wir zusammen mit p; eine Gruppe von drei Personen, die sich ge-
genseitig die Hand geben. Andernfalls bilden ps, ps3, p4 eine Gruppe von drei
Personen, die das nicht tun.

Zum Abschluss wollen wir auch die Summenregel verallgemeinern. Ist die
Voraussetzung disjunkter Mengen nicht erfiillt, ist die Aussage falsch, denn
Elemente, die in mehreren Mengen vorkommen, werden dann auch mehrfach
gezihlt. Beispielweise werden bei zwei Mengen S, S5 die Elemente im Schnitt
genau zweimal gezahlt, sodass wir

|51 U Sa| = [Sh] + [S2] — [S1N S|

folgern konnen. Werden bei drei Mengen Si, Sy, S3 die Kardinalitdten der
paarweisen Schnitte wieder abgezogen, so werden die Elemente in S7MN.S5MN.S;3
dreimal gezahlt, aber auch dreimal wieder abgezogen, miissen letztlich also
nochmal hinzugezéhlt werden:

|S1US, US| = [S1] + |S2| + | S5
—]81 N Sy| — Sy N S3| — |S2 N Ss)
+]S1 NSy N Sy .

Satz (Inklusions-Exklusionsprinzip, Siebformel)
Fiir Mengen Sy, ..., Sy gilt

k

|51UUSk’ :Z(_l)l—l Z

=1 1< <...<i;<k

l
ﬂ Si;

j=1

B Beweis: Wir zeigen, dass jedes a € (57 U...U Sk) genau 1 zur Grofie
der Zahlen auf beiden Seiten der Gleichung beitragt. Fiir die linke Seite ist
das offensichtlich.

Ist @ in genau r der Mengen Sy, ..., S, enthalten, dann trigt es immer dann

l
ﬂj:l Sij
wenn alle [ geschnittenen Mengen aus den r Mengen gewéhlt wurden, die a
enthalten; insgesamt also (’;) mal.

eine 1 zur inneren Summe Y, o _; auf der rechte Seite bei,

Venn-Diagramm!

Venn-Diagramm!
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Die Beitrage von a auf der rechten Seite summieren sich damit zu
: r
> ()
l
=1

auf. Wegen

_ 'r:rr_l'r—l: TT_z
0 = (—=1+1) <z)< 1)1 1+Z(l)( 1)
1=0 =1
- 1— _1\l-1 r
E
=1
ist diese Summe aber ebenfalls 1.

Beispiel (Primzahlen)

Wieviele Primzahlen gibt es unter den ersten n natiirlichen Zahlen?

12
Summenregel
binomische
Formel

U

Sei M = {1,...,n}. Eine Zahl r € M ist prim, wenn sie durch keine an-
dere Primzahl 2 < p < \/r teilbar ist. Sei P die Menge der Primzahlen in
{2,...,|v/n]} und zu jeder Primzahl p € P sei S, C M die Menge der Viel-
fachen von p in M, d.h. S, ={r € M : r =1i-p fiir ein i € IN}. Dann ist die

Menge der Primzahlen in M gerade (M \ |J S,) U P.

peP

Als Beispiel berechnen wir die Anzahl der Primzahlen unter den ersten ein-
hundert Zahlen und haben daher M = {1,...,100} und P = {2,3,5,7}. Die

gesuchte Anzahl ist also

100 — [So U S3 U S5 U S7| +4 .
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Mit der Siebformel erhalten wir
|So U S3U S5 U Sy
| 100 100 100 100
- [l 5] L7
100 100 100 100 100 100
[za) 28] - =) - ] - 5 - [
100 100 100 100
- _2'3-5J * {2-3~7J * \‘2~5-7J N {3-5-7J
100
= 50+334+20+14-16—-10—-7—-6—-4—-2
+34+2+1+0-0
= 78
und damit insgesamt 100 — 78 + 4 = 26 Primzahlen (einschliesslich der 1).

1.3 Anzahlbestimmungen
— Di., 29.4. (V1) —

Die Prinzipien aus beiden vorangegangenen Abschnitten werden wir jetzt
benutzen, um typische Anzahlprobleme zu losen, bei denen

e aus den Elementen einer Menge Teilmengen gebildet
e die Elemente einer Menge in Klassen eingeteilt
e Elemente einer Menge angeordnet

werden, und diese dann auf Anzahlen von Abbildungen verallgemeinern.

1.3.1 Teilmengen

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heifit deren Potenzmenge, P(M).

1.20 Satz
Fiir jede Menge M mit |M| = n € Ny Elementen gilt

POM)| =2".
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B Beweis: Sei M ={ay,...,a,}, also |[M| = n. Wir wenden zunéchst das
Identitétsprinzip an und definieren dazu die Bijektion x : P(M) — {0,1}",
die jede Teilmenge S C M auf eine Folge von Nullen und Einsen (den so
genannten charakteristischen Vektor) abbildet:

1 fallsa; €S ,
X(S)=(br,...,bn) & b= s e firalle:=1,...,n.
0 fallsa; &5

Mit der Produktregel sehen wir sofort, dass |[{0,1}"| = 2". O

Die Potenzmenge wird daher auch oft mit 2" bezeichnet.

n n .
(k) —on
k=0

B Beweis: Fir M = {1,...,n} gilt nach obigem Satz |P(M)| = 2".
Andererseits sind die Mengen Sy, k = 0, ..., n, der k-elementigen Teilmengen
von M offensichtlich disjunkt, sodass mit der Summenregel

k=0 k=0
gilt. U

Satz
Fiir alle n € Ny gilt

[P(M)] =

Wir haben in Beispiel 1.7 bereits bewiesen, dass Binomialkoeffizienten als
Summe solcher mit kleineren Parametern ausgedriickt werden koénnen:

()= ()

Da fiir die Randfélle £ = 0 und £ = n die Binomialkoeffizienten konstant
gleich 1 sind, konnen wir mit dieser Rekursionsformel alle Binomialkoeffizien-
ten nach folgendem Schema (dem Pascalschen Dreieck) auch ohne Fakultdten
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berechnen:

n: 1 2 3 4 5 6

k=0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 3 4 5 6

2 1 3 6 10 15

3 1 4 10 20

4 1 5 15

5 1 6

6 1

1 2 4 8 16 32 64

Wir werden darauf in Kapitel 3 zuriick kommen und beweisen hier noch eine
Rekursion mit gréfleren Schritten.

Satz (Vandermonde-Identitit)

()2 (06"

B Beweis: Betrachte zwei disjunkte Mengen N und M mit |[N| = n und

|M| = m. Fiir die Menge S der k-Teilmengen von N & M gilt |S| = ("7™).

Um die Summenregel anwenden zu kénnen, zerlegen wir S entsprechend der
Anzahl von Elementen aus N, die in den in S enthaltenen Mengen vorkom-
men. Fiir [ = 0,...,k sei also 5; C S die Menge der k-Teilmengen von
N U M, die genau [ Elemente aus N (und damit genau k — [ Elemente aus
M) enthalten.

Es gibt damit (7) viele Méglichkeiten, die [ Elemente aus N zu wahlen, und
(krfl) viele Moglichkeiten, die k — [ Elemente aus M zu wéhlen. Jede Kombi-
nation dieser Mdoglichkeiten liefert eine k-elementige Teilmenge von N & M,
und es gilt daher |S;| = (7) (,;fl) fir alle I = 0,...,%k (man iiberlege sich
diesen Schritt als Anwendung der Summen- oder Produktregel!). Insgesamt
gilt also

k k
n—+m " "
( . ):|5|:|SOL+J...L+JSk|=;|SzIZZ(Z)(k_Z)'

=0
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1.3.2 Zerlegungen
Mengenpartitionen

Wir haben nun schon mehrfach Mengen in disjunkte Teilmengen zerlegt,
um die Summenregel anwenden zu kénnen. Hier fragen wir danach, wieviele
solcher Zerlegungen es iiberhaupt gibt, d.h. nach der Anzahl von méoglichen
Aquivalenzrelationen.

Wieviele Moglichkeiten gibt es, n Objekte in k& Klassen einzuteilen?

Die gesuchten Anzahlen werden Stirlingzahlen 2. Art genannt und mit S,
bezeichnet.

Beispiel
Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus vier Personen zwei Gruppen zu bilden?

Fiir M = {1,2,3,4} ist

M = {1} w{2,3,4} = {2} w{1,3,4} = {3} W {1,2,4} = {4} w{1,2,3}
= {1,2}w{3,4} ={1,3} w{2,4} = {1,4} w{2,3} ,

und es gibt keine weiteren Méglichkeiten, d.h. Syo = 7.

Zwar sind alle Randfille £ = 1 und k£ = n wieder klar, denn dann sind
entweder alle Elemente in der selben Klasse, oder jedes in einer Klasse fiir
sich. Im allgemeinen Fall scheint die Anzahlbestimmung nicht so ganz einfach
zu sein. Wir zeigen, dass wie bei den Binomialkoeffizienten eine rekursive
Berechnung moglich ist.

Satz (Rekursionsformel fiir Stirlingzahlen 2. Art)
Fiir allen,k € N gilt

Snk = Sn—1k—1+k-Sn_1k

B Beweis: Wir verwenden wieder ein Pascal-Argument: Betrachte ein M
mit |M| = n und ein Element a € M. Die Klasse, in die a eingeteilt wird,
besteht entweder nur aus a, oder sie enthélt auch andere Elemente. Im ersten
Fall werden die anderen n — 1 Elemente in £ — 1 Klassen eingeteilt, wofiir es
Sn—1,k—1 Moglichkeiten gibt. Im zweiten Fall sind die anderen n —1 Elemente
in k Klassen eingeteilt worden (wofiir es S,_1; Moglichkeiten gibt) und a
kann in jeder dieser k£ Klassen liegen. O

— Di,, 6.5. (V1) —
Soo =1

Soz firn >0
Skz fuirn <k
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Mit dieser Rekursionsformel erhalten wir auch fiir die Stirlingzahlen 2. Art
ein Dreiecks-Schema

n:] 0 1 2 3 4 5 6

k=0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

2 1 3 7 15 31

3 1 6 25 90

4 1 10 65

5 1 15

6 1
(1 1 2 5 15 52 203 --- |,

dessen Spaltensummen

Bn = i Sn,k
k=0

die Anzahl aller Partitionen (Zerlegungen in disjunkte Klassen) einer n-
elementigen Menge angeben und Bellzahlen genannt werden. Auch fiir diese
gilt eine Rekursionsformel.

Satz (Rekursionsformel fiir Bellzahlen)

Fiir alle n € IN, gilt
" /n
Bp1 = Z <k> - By, .

k=0

B Beweis: Fiir eine Menge M mit |[M| = n + 1 ist die Anzahl aller
Partitionen nach Definition B,, ;. Fiir die rechte Seite verwenden wieder ein
Pascal-Argument und betrachten dazu ein festes Element a € M.

Die Partitionen von M unterscheiden wir zunéchst danach, wieviele Elemen-

te nicht mit a zusammen in einer Klasse sind. Diese k € {0,...,n} Elemente
kénnen auf (Z) verschiedene Weisen gewéhlt und auf jeweils By Weisen par-
titioniert werden. O
Zahlpartitionen

Sind wir nur an den Kardinalitédten der gebildeten Klassen interessiert, ist das
Abzéhlproblem identisch mit den Zerlegungen einer Zahl in ihre Summanden

— Do., 8.5. (V2) —
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(Identitatsregel).

’Wieviele Moéglichkeiten gibt es, die Zahl n als Summe von k Zahlen zu schreiben?

Wie bei den Mengen sprechen wir von den Partitionen einer Zahl n € Ny
in £ Summanden, aber wie bei den Auswahlen unterscheiden wir zwischen
geordneten und ungeordneten Partitionen.

Beispiel
Die Zahl n = 4 lasst sich auf drei Weisen als geordnete Summe zweier Zahlen
schreiben,

4=14+3=3+1=2+2,

von denen zwel auch ungeordnet (d.h. wenn die Reihenfolge nicht bertick-
sichtigt wird) verschieden.

Wieder ist der geordnete Fall einfacher als der ungeordnete.

(7))

geordnete Partitionen von n mit k Summanden.

Satz
Fiir alle n, k € IN gibt es

B Beweis: Da sich jede Zahl n als Summe von n Einsen darstellen lésst,
kann jede geordnete k-Partition n = n;+...4+ny als Zusammenfassung dieser
Einsen zu £ Summanden n; aufgefasst werden:

n=1+1+1+_1 +1+1+1+1+1+...+1+1.
—_—— =~ < ~ - —~—

ni n2 ns Nk

Jede k-Partition ist dadurch die Wahl der & — 1 von n — 1 Additionen, die analog zu
nicht zusammengefasst werden, eindeutig bestimmt. [ k-Multimengen

Folgerung
Eine Zahl n € IN lasst sich auf Summenregel
(Anzahl Summanden)
" /n—1
— 2n71
> (i)
k=1

verschiedene Weisen als geordnete Summe schreiben.
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Fiir die ungeordneten Partitionen konnen wir hier nur eine Rekursion zeigen.
Dazu bezeichne P, die Anzahl der ungeordneten k-Partitionen von n, von
denen es fiir die Randfélle £ = 1 und k£ = n wieder genau eine gibt.

Satz
Fiir alle n, k € IN gilt

Pow=Popi+ Po1-1 -

B Beweis: Da die Reihenfolge der Summanden nicht beriicksichtigt wird,
konnen wir annehmen, dass sie nicht-auftsteigend sortiert sind. Eine sol-
chermaflen sortierte Partition von n in £ Summanden stellen wir durch ein
Ferrers-Diagramm dar, d.h. durch k linksbiindige Zeilen mit insgesamt n
Punkten, von denen die i-te gerade soviele Punkte enthélt wie der i-te Sum-
mand grof} ist. Fiir Beispiel 1.26 erhalten wir

4 = 341 = 242
o o o [ 2N ]
[ ] [ 3N ]

Fir die k-Partitionen von n konnen wir dann zwei Falle unterscheiden:

1. Alle Summanden sind gréfer als 1:
Streicht man die & Punkte in der linkesten Spalte des Ferrers-Diagramms,
so bleibt in jeder Zeile mindestens ein Punkt iibrig.

Die verbleibenden n — k Punkte entprechen daher einer k-Partition von
n — k, von denen es P,_jj gibt.

2. Mindestens ein Summand ist 1:
Streichen wir die letzte Zeile des Ferrers-Diagramms (in der genau ein
Punkt steht), dann erhalten wir das Ferrers-Diagramm einer k — 1-

Partition von n — 1.
[ ) [ ] [ ]

Davon gibt es P,_1 1 viele.

Die Behauptung folgt mit der Summenregel. 0J

Py

P,

n,0
Pn,k:

1
0 firn>0
0firn<k
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Auch aus dieser Rekursionsformel erhalten wir ein Dreiecks-Schema

n:] 0 1 2 3 4 5 6
k=

OO W= O
—

— = O

—_ = = O

— =N = O

— = NN = O

=N W W= O

[ 1 1 2 3 5 7 11 ---,

dessen Spaltensummen
n
Pn - Z Pn,k
k=0

die Anzahl aller Summendarstellungen der Zahl n angeben und Partitions-

zahlen genannt werden. Der langsame Beginn tduscht, auch die Partitions-

zahlen werden schnell grofier.

1.3.3 Abbildungen

Durch die Identitatsregel konnen alle bisher behandelten Anzahlprobleme als
Spezialfille der folgenden Frage betrachtet werden:

’Wieviele Abbildungen von einer k-Menge in eine n-Menge gibt es?‘

Wir betrachten also Abbildungen o : D — R mit |D| = k und |R| = n. Die
Spezialfille ergeben sich einerseits aus der Forderung, dass die Abbildungen
injektiv, surjektiv oder sogar bijektiv sein sollen, und andererseits aus der
Unterscheidung der Elemente in D, in R oder in D und R (d.h. wir zéhlen
z.B. Abbildungen, die sich nur durch Permutation der Mengen von einander
unterscheiden, nicht mehrfach).

Psog > 2 - 102t

D: domain
R: range
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alles nur D nur R D und R
a:D— R unterschieden | permutierbar | permutierbar | permutierbar
|D| =d, |R|=r A B C D
beliebig 4 r+d—1 J :
= ij falls r > d = defalls r>d
injektiv d r
r>deN |° " (d) ! !
surjektiv | d—1
d>ren |° S (r _q Sa Pi,
bijektiv
| = (!
dereN 4 rl=d! 1 1 1

Deutet man D als Menge von Zeitpunkten und die Bilder von « als Auswah-
len, bedeutet die Permutierbarkeit von D, dass Reihenfolgen unterschieden
werden, und die Injektivitdat von «, dass Wiederholungen ausgeschlossen wer-
den. Die vier Felder links oben sind daher wie in Abschnitt 1.1.

Die vier Einsen in (C2), (C4), (D2) und (D4) erkldren sich daraus, dass
injektive Abbildungen durch Permutation der Bilder in einander iiberfiihrt
werden konnen, und (A4) und (B4) sind gerade die Permutationen.

Die Felder (C1) und (D1) ergeben sich aus der Zusammenfassung derjenigen
Elemente von D (bzw. ihrer Anzahl), die ein gemeinsames Bild haben.

Feld (C3) ergibt sich ebenfalls aus der Zusammenfassung der Elemente von
D mit gleichem Bild, da « surjektiv sein muss, sind dies aber gerade R viele
Klassen. In Spalte A wird noch unterschieden, welches Element in R das
Bild ist, und in den den Spalten B und D kommt es nur darauf an, wieviele
Elemente von D jeweils ein gemeinsames Bild haben.

1.3.4 Permutationen

Wir betrachten noch eine spezielle Einteilung in Aquivalenzklassen, die sich
aus den Eigenschaften einer Permutation ergibt.

Formal ist eine Permutation eine bijektive Abbildung 7 : M — M in sich
selbst. Wegen des Identitatsprinzips konnen wir fiir Anzahlprobleme wieder
M ={1,...,n} annehmen. Jede Permutation von {1,...,n} lisst sich in der
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Form
ieM|[ 1 2 3 - n

w(i) |x(1) =(2) 7(3) --- 7(n)
notieren und, da die erste Zeile immer gleich ist, reicht auch die Angabe der

Bilder in dieser Reihenfolge. (Erinnerung: Wir hatten Permutationen gerade
als die Anordnungen einer n-elementige Menge eingefiihrt.)

Es gibt noch eine andere Schreibweise, fiir die wir zunéchst betrachten was
passiert, wenn m mehrmals angewendet wird. Sei 1 < ¢ < n beliebig. Spéte-
stens nach n-maliger Anwendung kommt unter den Werten

Gm(@), m(mw(i)), w(w (7 (), 7 (- w(@(@) - --),
—_—— — ~~

™2 (i) (1) " (4)

ein Wert doppelt vor (Taubenschlagprinzip). Sei 1 < j < n ein solcher Wert
mit 7*(j) = j, wobei k € 1,...,n minimal gew#hlt sei. Das heifit aber, dass
sich die Folge (j,7(j),..., 7 1(j)) bei weiterer Anwendung von 7 periodisch
wiederholt (auch das Element ¢) und aus lauter verschiedenen Werte besteht
(andernfalls gébe es darunter ein Element mit kiirzerer Periode). Wir nennen
eine solche Folge Zykel der Lange k, und im Fall £ = 1 sprechen wir von einem
Fizpunkt.

Da wir von einem beliebigen i gestartet sind, ist jede Zahl in einem Zykel
enthalten, die Menge der Zykel bildet damit eine Zerlegung von {1,...,n}.
Eine Permuation 7 kénnen wir daher statt durch die resultierende Anordnung
der Zahlen 1,...,n nach einmaliger Anwendung von 7 auch durch Angabe
der Zykelfolgen beschreiben.

Beispiel

Wir betrachten die Permutation 7 : {1,...,11} — {1,...,11} mit
ieM|1 23 456 789 10 11
7(é) |5 8 3626 419 11 10

Die Permutation hat offensichtlich die Fixpunkte 3 und 9. Ausserdem bil-
den 10 und 11 einen Zykel, denn 7(10) = 11 und w(11) = 10. Man priift
leicht nach, dass auch die Folgen (4 6 7) und (1 5 2 8) Zykel bilden. Stellen
wir m durch seine Zykelfolgen dar, erhalten wir also zunéchst

7= (3)(9)(10 11)(4 6 7)(1528) .
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Da die Reihenfolge der Zykel keine Rolle spielt und jeder Zykel zyklisch
durchgetauscht werden kann, gilt aber z.B. auch

7= (11 10)(3)(6 7 4)(9)(2 8 1 5) % (11 10)(3)(6 7 4)(9)(8 21 5) .

Wenn wir nach der Anzahl der Permutationen von {1,...,n} mit genau
k-Zykeln fragen, erhalten wir (weil die Elemente eines Zykels eine Aquiva-
lenzklasse bilden) eine Variante der Frage nach k-Partitionen einer n-Menge.

Die gesuchten Anzahlen heiflen Stirlingzahlen der 1. Art und werden mit s,
bezeichnet. Hier gibt es fiir die Randfélle £ = 0 keine (jedes Element ist in
einem Zykel) und fiir £ = n genau eine Permutation (die Identitét).

Satz (Rekursionsformel fiir Stirlingzahlen der 1. Art)
Fiir alle n, k € IN gilt

Sk = Sn—1h—1 T (N —1) 8,14 .
B Beweis: Nach Definition ist s, die Zahl der Permutationen von M =

{1,...,n} mit genau k Zykeln. Wir verwenden wieder ein Pascal-Argument
und betrachten dazu ein i € M.

Entweder a ist ein Fixpunkt, dann gibt es s,,_; ,—; Permutationen der n — 1
ibrigen Elemente mit genau k—1 Zykeln, oder wir kénnen a in jeder der s,,_1
Permutationen mit k& Zykeln vor irgendeinem der n — 1 anderen Elemente in
dessen Zykel eintragen. O

Auch aus dieser Rekursionsformel erhalten wir ein Dreiecks-Schema
n:| 0 1 2 3 4 5 6

E=0] 1 0 0 0 O 0 0
1 11 2 6 24 120
2 13 11 50 274
3 1 6 35 225
4 1 10 &5
5 1 15
6 1

| 1 1 2 6 24 120 720 --- |,

fiir dessen Spaltensummen
n

Z Spk = 1!

k=0
gilt, weil es sie die Zahl aller Permutation von {1,...,n} angeben.

50,0 = 1
Sp0:=0firn>0
Spi =0 flrn <k
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Kapitel 2

Diskrete
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wahrscheinlichkeiten modellieren Vorgénge, die ,zuféllig* erscheinen, weil
ihr Ablauf (nach jeweils aktuellem Stand des Wissens) undurchschaubar ist.
Sie dienen also dem Umgang mit ,, Unsicherheit*.

Beispiel (Wiirfelspiel)

Zwei Spieler setzen je 1 Euro ein und wiirfeln nach einander: den Einsatz
beider erhélt, wer die hohere Zahl hat; bei Gleichstand wird das Geld fiir
einen guten Zweck gespendet.

Aus der Perspektive beider Spieler besteht zunéchst grofiere Unsicherheit
iiber den Ausgang des Spiels. Das Siegesgefiihl dndert sich jedoch (auf beiden
Seiten) nach dem ersten Wurf. Abhéngig davon, wie hoch oder niedrig er
austillt, verringert sich die Unsicherheit mehr oder weniger stark.

Lisst sich diese Anderung quantifizieren? Ist sie fiir beide Spieler gleich, d.h.
spielt die Reihenfolge des Wiirfelns eine Rolle? Was édndert sich, wenn der
zweite Spieler nach dem ersten Wurf eine Verdopplung des Einsatzes verlan-
gen kann?” Oder bei Zuzahlung eines weiteren Euros zwei Wiirfel benutzen
darf, von denen das hohere Ergebnis gewertet wird? Oder der erste Spieler
gegen Zahlung von 50 Cent aussteigen darf? Wie oft wird gespendet?

Bei vielen anscheinend ,zufélligen“ Vorgéngen lassen sich aber zumindest
Aussagen dariiber machen, wie oft ein Ausgang auftritt, wenn der Vorgang
sehr oft wiederholt wird. Die relative Haufigkeit eines moglichen Ergebnisses

24

— Di., 135. (V1) —
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ist definiert durch das Verhaltnis
absolute Haufigkeit des Auftretens
Anzahl der Versuche ’

Stabilisiert sich dieser Wert bei wachsender Zahl der Versuche, so macht es
Sinn, bei dem untersuchten Vorgang davon zu sprechen, dass ein bestimmtes
Ergebnis eine bestimmte Auftrittswahrscheinlichkeit hat.

2.1 Wahrscheinlichkeitsraume

Nach obiger Diskussion besteht eine geeignete Modellierung fiir Vorgénge mit
unsicherem Ausgang darin, die grundsétzlich moglichen Ausgénge zu identi-
fizieren und ihnen als Wahrscheinlichkeit die (vermutete) relative Haufigkeit
ihres Auftretens zuzuordnen.

Definition (Wahrscheinlichkeitsraum)
Ein (endlicher) Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (2, P) bestehend aus
einer Menge Q0 = {w,...,w,} von Elementarereignissen und einer (Wahr-
scheinlichkeits) Verteilung P : Q@ — [0, 1] mit

Y Plw)=1.

weN

Ein Wahrscheinlichkeitsraum heift uniform (auch: Laplacescher Wahrschein-

lichkeitsraum), falls P(w) = & fiir alle w € Q. Wir setzen die Verteilung auf

— T
P () fort durch die Definition

P(A) = Z P(w) fiir alle A C Q)
w€eA

und nennen jedes A C Q) ein Ereignis und P(A) seine Wahrscheinlichkeit.
Die Menge T' = {w € 2 : P(w) > 0} der Elementarereignisse mit positiver
Wahrscheinlichkeit heifit Trédger von ().

In einem uniformen Wahrscheinlichkeitsraum ist die Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses A C ) im Kern ein Abzahlproblem, denn

1 A
P(A)_ZP(w)_Zﬁ_H.

w€EA w€eEA
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Beispiel (Lotto)
Beim Samstagslotto ist jede mogliche Ziehung (ohne Beriicksichtigung der
Zusatzzahl) eine Auswahl von 6 Zahlen aus {1,...,49} (ohne Wiederholun-

gen und ohne Berticksichtigung der Ziehungsreihenfolge). Wir setzen daher
Q={ZC{1,...,49} : |Z] = 6}.

Bei ordnungsgeméfiem Zustand des Ziehungsgeréts ist jede Ziehung gleich
wahrscheinlich, wir kénnen daher von einen uniformen Wahrscheinlichkeits-

raum (2, P) ausgehen. Jede Ziehung Z € ) ist somit ein Elementarereignis
mit Wahrscheinlichkeit

71 1

19l () 13.983.816

P(Z)

Dies ist daher auch die Wahrscheinlichkeit, mit einem Tipp T = {t1,...,ts}
sechs Richtige zu haben. Mit T genau drei Richtige zu haben entspricht dem
Ereignis {Z € Q : |T'N Z| = 3}, das die Wahrscheinlichkeit

{zeo:|Tnzl=3} _ () _ [L 1}
R )
|2 ( 6) 56" 57
hat. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens drei Richtige? Warum
gewinnt man nicht auch schon mit zwei Richtigen etwas?

Die Fragen kénnen wir bald beantworten. Es ist jedoch nicht immer so ein-
fach, den ,richtigen“ Wahrscheinlichkeitsraum zu bestimmen.

Beispiel (Paradoxon von de Meré)

In einem weiteren Wiirfelspiel mit zwei Spielern werden die Augenzahlen
dreier Wiirfel addiert: Der eine Spieler gewinnt bei Summe 11, der andere
bei Summe 12. Wer gewinnt ofter?

3-Wiirfel-Partitionen von 11 3-Wiirfel-Partitionen von 12
6 4 1 6 5 1
6 3 2 6 4 2
5 5 1 6 3 3
5 4 2 5 5 2
5 3 3 5 4 3
4 4 3 4 4 4

Py, 3 = 6 Moglichkeiten Py 3 = 6 Moglichkeiten
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Also kein Vortelil fiir einen der Spieler? Was fiir ein Wahrscheinlichkeitsraum — Do., 15.5. (V1) —
wurde hier verwendet? Ist das angemessen?

Setze Q0 = {1,...,6}3 (Vorstellung: Wiirfel haben verschiedene Farben). Die
beiden Ereignisse

S = {(w,wa,w3) € QA wy +wy +wy =11}
S12 = {(wy,we,ws) € Q : wy + wy + w3 = 12}
modellieren dann, dass die Summe 11 bzw. 12 ergibt. Wenn alle Wiirfel fair

sind, konnen wir einen uniformen Wahrscheinlichkeitsraum annehmen. In
diesem gilt

|51 |51z
P(SH) = und P(Slg) = — .
€ €
Da nur die Zahlen 1,...,6 als Summanden infrage kommen, kénnen wir die

Anzahlen nicht iiber die geordneten Partitionen von 11 bzw. 12 mit drei
Summanden bestimmen. Stattdessen kénnen wir z.B. die Permutationen der
obigen Partitionen aufsummieren oder mit Summenregel nach der Augenzahl
des ersten Wiirfels und der des zweiten Wiirfels unterscheiden. Daraus ergibt
sich

_|Sul 27 [S12] _ 25
Q216 Q] 216

der erste Spieler hat also gréfere Gewinnchancen. Fiir den in den Anfangsiiber-
legungen impliziten Wahrscheinlichkeitsraum folgt, dass den Elementarereig-
nissen (den ungeordneten Partitionen) nicht die gleiche Wahrscheinlichkeit
zugeordnet werden darf.

P(Sn)

und P(Slz) =

Beispiel (Hashing)

Gegeben seien k Daten, die in einem Array der Lédnge n > k abgelegt wer-
den sollen. Wie wahrscheinlich ist bei zufélliger Auswahl der Positionen das
Auftreten einer Kollision?

Die Menge 0 = {1,...,n}* beschreibt die moglichen Zuweisungen der k Da-
ten an dien Positionen. Das Ereignis A der kollisionsfreien Ablagen entspricht
der Menge der k-Permutationen (geordnete Auswahl ohne Wiederholungen).
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Es gilt daher

A ntE n n-—1 n—k+1 Al i
P(4) = U:_:E. L nokAl ( )

k—1 . k-1 .

1 1

- m(1-2 < VL
eXp <; o ( n) ) fiir « ? 1 gilt eXp ( i—0 Tl)

In(l—z)<-—=z
k(k—1
= o (M)

Will man mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit p € (0,1) Kollisionen
vermeiden, sollte daher gelten k < \/2n|Inpl.

Fiir n = 365 ist die Frage auch als ,,Geburtstagsparadoxon“ bekannt: Nimmt
man gleichverteilte Geburtstage bei konstant 365 Tagen pro Jahr an, dann
haben unter 23 zufillig gewédhlten Personen nur mit Wahrscheinlichkeit klei-
ner % keine zwei am gleichen Tag Geburtstag. (Die Naherung liefert hierfiir

die Schranke /2 - 365 - |In 3| ~ 22,49).

Satz
Ist (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt

(i) P(2\ A) =1 — P(A) fiir alle Ereignisse A C Q.
(ii)) P(A) < P(B) fiir alle Ereignisse A C B C (.
(iii) P(AW.. . WAL) = S | P(A,) fiir disjunkte Ereignisse Ay, ..., A, C Q.
B Beweis: Zunéchst gilt (iii), denn
k k
P(Ajg.. . gA)= >  Pw=> > Pw =Y PA).
wel, A, i=1 weA; i=1

(Fiir uniforme Wahrscheinlichkeitsraume folgt die Aussage sofort aus der
Summenregel). Damit folgt (i) aus

1=P(Q)=PAWY(Q\A)=PA+PQ\A
und (ii) gilt wegen
P(B)=P(AW(BN(Q\ A))=PA +P(BN(Q\A))>PA).
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Beispiel (Bindre Suche)

In einem Array M mit Indizes {1,...,2F — 1} seien Zahlen nicht-absteigend
sortiert gespeichert. Um festzustellen, ob und bei welchem Index eine Zahl
x € Ng in M vorkommt, vergleicht man x mit dem mittleren Element und
unterscheidet drei Félle:

x < M[2"']  suche weiter in M[1,... 2" —1]

r=M[]2"'  x gefunden
x> M2 suche weiter in M[2F71 +1,... 2" 1 4 (21 — 1))

g

=2k—1

Ist der verbleibende Indexbereich leer, ist x ¢ M. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Suche nach genau i Schritten beendet ist”

Bezeichne ) = {x,1,...,2F — 1} die Menge der Elementarereignisse, dass ©
bei Index w € Q) gefunden wird, wobei w = x den Fall x ¢ M kennzeichne.
Ferner sei A; das Ereignis, dass das Element nach genau i Schritten gefunden
wird. Dann ist

Al — {21971}
A2 — {2]&‘—2’ 2k—l + 2k—2}
A3 — {2]6—3’ 2k—2 + 2k—37 2k—1 + 2k—3’ 2/{:—1 + 2/6—2 + 2k—3}

also |A;] = 207! fiir alle i = 1,...,k. Unterstellen wir einen Laplaceschen
Wahrscheinlichkeitsraum (d.h. x kommt an jedem Index bzw. gar nicht mit
gleicher Wahrscheinlichkeit vor), dann gilt

Al 2t
- ‘Q‘ - ok - ok—i+1

P(A;) fiirallei =1,... k.

Das Ereignis A<;, das Element nach héchstens i Schritten zu finden, tritt mit
Wahrscheinlichkeit

i

P(A) = P (Lﬂ Aj> =" P(4)) = Z% = %Z”" = 2i2; 1
j=1 j=1 g=1

Jj=1

ein. Beachte, dass der ungiinstigste Fall Ay W {x} = Q \ A<y folglich mit

Wahrscheinlichkeit 1 — P(A<j—1) =1 — Zk;_l > % eintritt!
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Die Fragen am Ende von Beispiel 2.3 (Lotto) diirften nun kein Problem mehr
darstellen.

Wie bei der Summenregel konnen wir auch fiir die Wahrscheinlichkeiten der
Vereinigung nicht-disjunkter Ereignisse eine Verallgemeinerung angeben.

Satz (Siebformel, Satz von Poincaré/Sylvester)
Ist (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt

) - o ()

1<ip<...<y;<k
fiir alle Ay, ..., A, C Q.

B Beweis: Vollstindige Induktion iiber die Anzahl k der Ereignisse:
k < 2: Fiir k = 1 ist nichts zu zeigen. Weil sich daraus eine fiir den Induk-
tionsschluss niitzliche Beziehung ablesen lésst, rechnen wir fiir £ = 2 aus:

vgl.

Flachen
im  Venn-

P(Al UA ) Diagramm
= P(((A1UA)\ (A1 NAy))w (A NA))
= P((A1UA)\ (A1 NAy)) + P(A; N Ay)

P((Ar\ (AN Ag)) W (A \ (A1 N A))) + P(A; N Ay)

(P(A1) = P(A1NAs)) + (P(A2) — P(A; N Ay)) + P(A; N Ay)

P(Ay) + P(Az) — P(A1 N Ap) (2.1)
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k+1>2:
k+1 k k
P(Us) 5 reer(Ua)or(aanya)
) Indﬁ(tiﬁns- P<Ak+1)
k l
e G ) N & (ﬂ Aij>
=1 1<ip<..<i<k j=1
k l
_ Z(_l)lfl Z P <ﬂ(AZ] N Ak+1)>
=1 1<i1 <. <1<k j=1
= P(Ak+1)
k l
+> =t Y P <ﬂ Aij>
=1 1< <...<i<k j=1

SIS P<DA>

=2 1<ip<..<iy_1 <k
iy=k+1

]
— Di., 20.5. (V1) —

2.9 Beispiel (Vorsortierung)
Wir betrachten ein Array der Lédnge n mit verschiedenen vergleichbaren

Elementen, o.E. {1,...,n}. Es sei Q0 die Menge aller Permutationen von
{1,...,n}. Annahme: P(w) = & fiir alle w € Q (Laplacescher Wahrschein-
lichkeitsraum).

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens k Elemente schon an
der richtigen Stelle stehen? (Interessant fiir manche Sortieralgorithmen).

k = 1: Definiere Ereignisse A; = {w = (wy,...,w,) € Q : w; =i} (,dasi-te
Element steht an der richtigen Stelle“). Wahrscheinlichkeit, dass mindestens
ein Element richtig steht, ist dann P (| J;_, A;).

Wir betrachten zunéchst eine beliebige Auswahl 1 < i1 < ... < i < n von
l € {l,...,n} vorsortierten Elementen. Dann ist ﬂ;zl Ay, ={(wy,...,w,) €
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Q : wy; =i;j =1,...,1}. Es kénnen also nur noch n — [ Elemente frei
permutiert werden, sodass

NoAs| o s
(ﬂA’J) o wal  (n

l

Nach dieser Vorbereitung kénnen wie die Siebformel anwenden und erhalten

) - gor 2l

=1 1<i1<...<i;<n
— Z(—l)l‘l Z (nl) '

=1 1<iy <..<iy<nm \1
_ - -1 1
- 2 ()

_1\n—1
= 1- <1—%+%—+...+(_n1‘> )
—>Ve 1

1
— 1-—= ~ 0,6321.

n—0o0 (&
k > 1: Wahrscheinlichkeit fiir mindestens k vorsortierte Elemente ist

(LU ) 5 ()

1<it <...<ip<n j=1 UBUNG 1< <. <ip<n

- ()@ - ow

Die Wahrscheinlichkeiten fallen also mit wachsender Anzahl vorsortierter Ele-
mente sehr schnell. Man beachte, dass die Schranke unabhédngig von n ist.
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2.2 Bedingung und Unabhingigkeit

Vorwissen schriankt die Zahl der moglichen Ereignisse ein, kann also die Un-
sicherheit {iber den Ausgang eines Vorgangs reduzieren.

Beispiel

Das einleitende Wiirfelbeispiel kénnen wir durch einen uniformen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, P) mit Q = {1,...,6}* modellieren. Die Gewinn-
wahrscheinlichkeit des zweiten Spielers ist die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses G = {(wy,wq) € Q 1 wy < wy}, also P(G) = % =22,

Wenn der erste Spieler nun aber schon eine 4 gewtirfelt hat? Dann passt das
Modell nicht mehr, da es unmdégliche Félle mit positiven Wahrscheinlichkei-
ten enthélt. In einem neuen, ebenfalls uniformen Modell iiber Q' = {1,...,6}
(mogliche Augenzahlen des zweiten Wurfs) reduziert sich die Gewinnwahr-
scheinlichkeit des zweiten Spielers auf P'(G') = P'({5,6}) = 1.

Durch die folgende Definition kann Vorwissen in bestehenden Modellen aus-
gedriickt werden.

Definition
Sind (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B ein Ereignis mit P(B) > 0,
dann heifit die Abbildung Pg : P(§2) — [0, 1] definiert durch

P(AN B)

fiir alle A C Q

bedingte Verteilung unter der Annahme (Hypothese, Bedingung) B und

P(A|B) die bedingte Wahrscheinlichkeit von A (auch: A gegeben B).

Im obigen Beispiel ist die Annahme B = {4} x {1,...,6} und wir erhalten
wie gewiinscht

bt . PENB) St GnBl 1
(G1B) = P(B) B B 3
Bemerkung

Man priift leicht nach, dass die bedingte Verteilung Pp = P(-|B) selbst
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (iiber einem geeigneten definierten Wahr-
scheinlichkeitsraum) ist.
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Auch bei bedingten Verteilungen ist Vorsicht geboten.

2.13 Beispiel
Annahme: Jungen und Madchen werden mit gleicher Wahrscheinlichkeit ge-
boren. Von einer Familie mit zwei Kindern wissen wir, dass sie eine Tochter
hat. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das andere Kind auch ein Méadchen?

Spontane Antwort: %, denn das Geschlecht eines Kindes hiangt nicht von dem
seiner Schwester ab.

Modell: Q2 = {Junge, Médchen}? (uniform). Annahme ,Eines der Kinder ist
ein Méddchen®: B = Q\ {(Junge, Junge)}. Dann ist die bedingte Wahrschein-

lichkeit fiir das Ereignis M, dass das andere Kind auch ein Maédchen ist,
P(M|B) _ [{(Méadchen,M&dchen)}| _ 1

1B 3

Die spontane Antwort hat nicht beriicksichtigt, dass keine Annahme dariiber
gemacht wurde, welches Kind ein Médchen ist. Besteht das Vorwissen z.B.

darin, dass das éltere Kind ein Médchen ist, wére die Antwort richtig gewesen.
— Do., 22.5. (V2) —

2.14 Satz
Sind (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B1W. . . By, = B eine disjunkte
Zerlegung eines Ereignisses B C (), dann gilt fiir alle A C B

(a) (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)

P(A) = ZP(A|Bi) - P(B;) .

=1

(b) (Satz von Bayes)
Falls P(A) > 0, gilt auBerdem

P(A|B) - P(B)
>ojm PAIB)) - P(B;)

P(B;|A) =
fir allei =1,...,k.
Bl Beweis:

(a) Da B disjunkt zerlegt ist, gilt A = (ANB;)W.. . W(ANBy). AuBerdem ist
nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit P(ANB;) = P(A|B;)-
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P(B;) (dies gilt auch, falls P(B;) = 0). Zusammen genommen ergibt
sich

k k k
P(A)=P (L—!—J(A N BZ-)> => P(ANB)=> P(AB)- P(B)) .
i=1 i=1 i=1

(b) Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist

o P(BinA)  PA|B)-P(B)  P(ABi)-P(By)
PO ="p0 " =7 Py &Y, P@B)-PB;)
]

2.15 Beispiel (Expertensystem fiir Krankheitsdiagnose)
Es sei bekannt, dass die Symptome S, Sy (genau) bei den (niemals zusammen
vorkommenden) Krankheiten K1, Ks, K3 auftreten. Die bedingten Auftritts-
wahrscheinlichkeiten seien

P(S|Ky) P(Ss|Ky) 0.8 0.3
= P(S,|K3) P(Ss|K3) 0.4 06

und ferner, dass die Krankheiten mit den Wahrscheinlichkeiten
p = (P(K1), P(K2), P(K3)) = (0.3,0.6,0.1)

vorkommen. Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit liefert die Wahr-
scheinlichkeiten q = (P(S1) P(S2)), mit denen die Symptome beobachtet
werden:

0.8 0.3
q=p-D=1(03,06,01)-| 02 09 | =(0.40,0.69) .
04 0.6

Aber mit welcher Wahrscheinlichkeit leidet ein Patient mit Symptom S; an
der Krankheit K;? Gesucht sind also die P(K;|S;). Der Satz von Bayes ergibt

(P(K1|Sl) P(K,|S)) P(Kgysl)):( 0.6 0.3 0.1)
P(K1|S2) P(K3|Ss) P(K3|Ss) 0.16 0.75 0.083

Bei Auftreten von S leidet ein Patient (wie erwartet) am wahrscheinlichsten

an K1, und bei Sy an K. Obwohl P(S1|K3) > P(S1|K3) ist (also S; bei K3
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wahrscheinlicher auftritt als bei Ks), ergibt sich aber auch, dass ein Patient
mit Sy, der nicht K, hat, hiufiger an K5 als an K3 leidet (weil K, insgesamt
viel 6fter vorkommt als K3).

Wird die Diagnosesicherheit bei Berticksichtigung von mehr als einem Symp-
tom groBer? Betrachte den Fall, dass ein Patient an S, aber nicht an S
aufweist. Wir erhalten zunéchst die Ausbleibewahrscheinlichkeiten

(P(S:| K1), P(Sa|Ka), P(S2|K3))
= (1= P(S9|Ky),1 — P(5]K3),1 — P(S:|K3))
= (0.7,0.1,0.4)
und wieder mit dem Satz von Bayes
(P(K1|Ss), P(K,|Ss), P(K3|Ss)) = (0.677...,0.193...,0.129...)

Zusammen mit P(K;|S;) = 0.6 konnte man also vermuten, dass der Patient
an K leidet. Wir kénnen die beiden Wahrscheinlichkeiten aber nicht ohne
weiteres kombinieren. Dazu miissten z.B. die gemeinsamen Auftrittswahr-
scheinlichkeiten P(S, N S| K;) fiir i = 1,2, 3 bekannt sein. Dann kénnte man
némlich wegen P(S; N Sy|K;) = P(S,|K;) — P(S, N S3|K;) wieder den Satz
von Bayes anwenden, um P(K;|S; NSs) zu erhalten. Fiir

S = (P(Sl N SQ‘Kl), P(Sl N SQ|K2), P(Sl N SQ’K?,)) = (02, 01, 03)
erhalten wir auf diese Weise
(P(K1]S1 N Sy), P(K5|Sy N'S,), P(K3|S) N'Ss)) = (0.72,0.24,0.04)

die Sicherheit der Diagnose ist also grofier als bei Beriicksichtigung nur eines
Symptoms. Man priife allerdings, dass sie bei einer anderen Verteilung der
bedingten gemeinsamen Auftrittswahrscheinlichkeiten, auch kleiner werden
kann; man probiere etwa s’ = (0.2,0.05,0.05).

Stellt ein Ereignis B mit P(B) > 0 ein Vorwissen dar, mit dem sich die

Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A nicht besser einschétzen lésst, so gilt

P(A|B) = Pg(xg?) = P(A). Wir definieren die Unabhéngigkeit zweier belie-

biger Ereignisse daher wie folgt.

Definition
In einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) heifien zwei Ereignisse A, B C )

unabhéngig, falls

P(ANB) = P(A)- P(B) .
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Beispiel
Im Wiirfelspiel Q = {1, ... ,6}? sind die Wiirfe der beiden Spieler unabhéingig:
Sind ndmlich A; = {i} x {1,...,6} firi=1,...,6 (der erste Spieler wiirfelt
i) und B; = {1,...,6} x {j} fiir j = 1,...,6 (der zweite Spieler wiirfelt j),
dann gilt

1 11
P(A;NBj) = o = ¢+ o = P(A) - P(B))

Andererseits ist das Ereignis G, dass der zweite Spieler gewinnt, von keinem
der A; unabhéngig, denn

6-4 , 2 1 15
P(A,NG) = 2 =_. - =P(4A)- PG
( )= 55 F 35~ 3¢ - L) P(G)
fiir alle 1 = 1,...,6. Tatsédchlich wird die Situation fiir den zweiten Spieler

giinstiger, wenn der erste eine 1, 2 oder 3 wirft, und andernfalls ungiinstiger.

In dem Beispiel sind die Ereignisse Ag, Bg und Z = {(i,i) : i = 1,...,6}
(,beide gleich — Spende fiir den guten Zweck“) paarweise unabhéngig, aber
weder ist P(A@ N B6 N Z) = P(AG) : P(B6) : P(Z) noch z.B. P<B6|A6 N Z) =
P(Bg). Die Unabhéngigkeit mehrerer Ereignisse wird daher wie folgt definiert
(paarweise Unabhéngigkeit folgt daraus).

Definition
In einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) heiBen Ereignisse Ay, ..., Ay C

unabhéngig, falls fiir alle 1 < iy < ... <4 <k, 1 <1<k, gilt

J=1



2.19

Diskrete Strukturen (SS 2003) 38

Beispiel (Ausfallsicherheit)

Betrachte das folgende Kommunikationsnetz, in dem die Beschriftungen die
(unabhéngiggen) Funktionswahrscheinlichkeiten P(A), ..., P(F) der Bautei-
le angeben:

Das System S funktioniere, wenn es einen funktionierenden Weg von s nach
t gibt. Damit ein Weg funktioniert, miissen alle darauf befindlichen Bau-
teile funktionieren (serielles System). Kommt man von einem Punkt durch
zwei verschiedene Wege (ohne gemeinsame Verbindungen) zu einem anderen,
reicht es, wenn einer von beiden funktioniert (paralleles System).

Die Funktionswahrscheinlichkeit des Systems ist damit
P(S)=P((AND)U(BND)U(BNE)U(CNE))

und wir kénnten sie (aufwéndig) mit der Siebformel bestimmen. Betrachte

statt dessen zunéchst die beiden Basissituationen.

serielles System: Da alle Bauteile unabhéngig von einander funktionieren,
gilt fiir ein System aus in Serie geschalteten Komponenten K, ..., K

P(Kin...NK,) =P(Ky)-...- P(K,) .

paralles System: Sind die Funktionswahrscheinlichkeiten unabhéngig, dann
auch die Ausfallwahrscheinlichkeiten. Fiir parallel geschaltete Komponenten
Ky, ..., K, folgt daher

P(K\U...UK,) = 1-P(K,U...UK,)=1-P(E n...nK,)

I
T
|
i
5
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Mit diesen beiden Regeln ergibt sich fiir das obige System

P(S) = P(S|B) - P(B) + P(S|B) - P(B) (Satz von der totalen W'keit)

P(S|B)=1-(1—-P(D))(1—-P(E))=1-0,3>=0,91 (D || E)
P(S|B) =1~ (1 - P(A)P(D))(1 - P(C)P(E))
=1-0.37%=1-0.1369 = 0.8631 ((A— D) | (C — E))

und zusammen P(S) = 0.91-0.8 4+ 0.8631 - 0.2 = 0.90062.

Aus dem Satz von Bayes lassen sich bei kaputtem System Vermutungen iiber
fehlerhafte Bauteile gewinnen.

2.3 Zufallsvariablen

Manchmal interessiert man sich nicht unmittelbar fiir die Ereignisse eines
Wahrscheinlichkeitsraumes, sondern fiir (Kombinationen von) den Elemen-
tarereignissen zugeordneten Grofen. In Beispiel 2.7 (bindre Suche) haben wir
uns z.B. vornehmlich fiir die Dauer der Suche (eine dem Ereignis zugeord-
nete numerische Grofle) interessiert. Um zufélligen Ereignissen zugeordnete
GroBen kombinieren zu kénnen, fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition (Zufallsvariable)

Eine Abbildung X : Q2 — R heifit (diskrete, reelle) Zufallsvariable iiber dem
Wahrscheinlichkeitsraum (§2, P). Die Verteilung P induziert eine Abbildung
PX :R — [0,1] vermdoge

PX(z) = PHw e Q : X(w) =1}

fiir alle © € R, die Verteilung der Zufallsvariable X. Die Menge X (Q2) =

U X (w) der Bilder von X nennen wir Wertebereich.
weN

Bemerkung

Fiir die von uns betrachteten endlichen Wahrscheinlichkeitsrdume hat jede
Zufallsvariable einen endlichen Wertebereich. Das Paar (X (Q), P~) ist daher
wiederum ein (endlicher) Wahrscheinlichkeitsraum, wir kénnen wegen des
endlichen Trégers auch ganz R als Menge der Elementarereignisse ansehen.
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Fiir die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen in 2, die durch Werte einer Zu- — Di., 27.5. (V1) —
fallsvariable X bestimmt sind, vereinbaren wir intuitivere Kurzschreibweisen

P(X=2)=P{weQ : X(w)=uz})=P¥),
P X <z)=PHwe: X(w)<z}),

UsSw.

Die einzelne Werte einer Zufallsvariablen kénnen mit sehr unterschiedlicher
Wahrscheinlichkeit angenommen werden. Nicht immer ist die ganze Vertei-
lung interessant, gelegentlich reichen auch verdichtende Kenngréfien. Die fol-
gende Grofle driickt z.B. aus, welchen Wert eine Zufallsvariable ,;im Mittel“
annimmt.

2.22 Definition (Erwartungswert)

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X iiber (£, P) ist definiert durch  andere 5
an € DezZ..
X) = B(X)

EX)= Y z-P(X=2)=) X(w) Pw).

z€X(Q) we)

2.23 Beispiel (Mittlere Dauer der biniren Suche)
Wir behalten die Bezeichnungen aus Beispiel 2.7 (bindre Suche) bei und
definieren eine Zufallsvariable X : 0 — R, welche die Dauer der Suche
angibt, d.h.
X(w) = {z fallsw € A;;i=1,...,k
k fallsw =« .
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Die erwartete Dauer der Suche ist dann

k k
E(X) = Y i-P(X=i)=k-P(X =+ i P(4)
i=1 =1
1 < 3 k
— (i—1)—k —(k+1) i
=1 1=1
k k k k k
_ —(k+1 | —(k+1 k+1 %
= §+2< >222J_ﬁ+2< Y (@M 27
i=1 j=i i=1
B k
_ i—(k+1)\ _ —k
= 27+Z<1 2i~( >)_?+k+<2 —1)
i=1
k41
= (k—1)+ o

d.h. die erwartete Suchdauer ist kaum besser als die im schlechtesten Fall.

Mit Zufallsvariablen lédsst sich wie gewohnt rechnen.

2.24 Lemma

Sind X eine Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) und
f R — R, dann ist auch f o X eine Zufallsvariable iiber ({2, P) mit

P(fX)=y)= ) PX=0)=P{ueQ: f(XW)=y}).

z: f(z)=y
B Beweis: selbst. O
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Satz (Linearitit des Erwartungswerts)
Sind X eine Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) und
a,b € R, dann gilt

E(a-X+b =a-E(X)+b.

B Beweis:

E(a-X+b) = ) (a-X(w)+b) Pw)

weN
= Y a Xw)-Pw)+ Y b Pw)
— a-ZX(w)-P(w)—Fb'ZP(W)
— a~wEe(X)—0—b. N

O

Die néchste Grofle driickt aus, wie stark die Werte einer Zufallsvariable um
den Erwartungswert , streuen®.

Definition (Varianz)
Die Varianz einer Zufallsvariable X tiber (£, P) ist definiert durch

Var(X) = E((X — E(X))*) = Z (x— EB(X))?*-P(X =x) .
zeX ()

Die GréBe «/ Var(X) heifit Standardabweichung von X.

Lemma
Ist X eine Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€0, P), dann
gilt

Var(X) = E(X?) — E(X)* .

B Beweis: Aus der Definition der Varianz folgt mit der Linearitdt des
Erwartungswerts

Var(X) = EB((X —E(X))?) = E(X?-2E(X)X + E(X)?)
E(X?) - 2E(X)E(X)+ E(X)* = E(X?) - E(X)*.
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2.28 Satz
Sind X eine Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) und
a,b € R, dann gilt

Var(a- X +0b) = a*- Var(X) .

B Beweis: Mit dem vorstehenden Lemma gilt

Var(a - X +b)
= E((aX +b)*) — E(aX +b)?
= E(a®X*+2abX + ) — (a- E(X) +1b)°
= (®E(X?)+2abE(X) +b*) — (a’E(X)* + 2abE(X) + b*)
= *B(X?) - d’E(X)* = a*Var(X) .



Kapitel 3

Analyse von Algorithmen

Wir betrachten hier weniger die Korrektheit als den Ressourcenverbrauch
(in erster Linie Laufzeit und Speicherplatz) von Algorithmen und zwar in
Abhéngigkeit von der Grole der Eingabe. Dabei sollen konstante Faktoren
ignoriert werden, weil z.B. die Laufzeit eines elementaren Schrittes und die
Grofle eines Speicherwortes variieren kénnen.

3.1 Definition (Asymptotisches Wachstum)
Zu einer Funktion f : Ny — R wird definiert:

(i) Die Menge

O(f(n)) = {g "Ny - R : & gibt Konstanten c¢,ng > 0 mjt}
— . N, :

lg(n)| < c-|f(n)| fir alle n > ng

der Funktionen, die hochstens so schnell wachsen wie f.

(ii) Die Menge

es gibt Konstanten c,ng > 0 mit}

Q(f(n)) = {9 o= R g0 > £ fiir alle n > ng

der Funktionen, die mindestens so schnell wachsen wie f.

(iii) Die Menge

es gibt Konstanten cy, co,ng > 0 mit}

O(f(n)) = {g :INg — R : o < l\?gzgﬂ < ¢y fiir alle n > ng

der Funktionen, die genauso schnell wachsen wie f.

44
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(iv) Die Menge

o) = {50 — .

zu jedem ¢ > 0 ex. ein ng > 0 mit
c-lgn)| < |f(n)| fir alle n > ny

der Funktionen, die gegeniiber f verschwinden.

(v) Die Menge

w(f()) = {g N R

zu jedem ¢ > 0 ex. ein ng > 0 mit
lg(n)| > ¢ |f(n)| fir alle n > ng

der Funktionen, denen gegeniiber f verschwindet.

3.2 Bemerkung
Fiir Funktionen mit mehreren Verdnderlichen sind die Wachstumsklassen
entsprechend definiert.

Die erste Aussage ist vor allem fiir Algorithmen interessant, in denen Teil-
mengen fester Grofle betrachtet werden.

(Z) € 0O(nf) .

B Beweis: Fiir alle n > k =: ng gilt

3.3 Satz
Fiir festes k € Ny gilt

B =) =)=

und damit (}) € Q(n*) N O(n*) = O(n*). O
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In den folgenden N&herungsformeln wird statt der Funktion selbst der Feh-
ler der Abschétzung asymptotisch angegeben, und zwar einmal additiv und
einmal multiplikativ. Die Schreibweise bedeutet, dass es in der jeweiligen
Wachstumsklasse eine Folge gibt, fiir die Gleichheit herrscht.

Satz
Fiir alle n € INy gilt

n

(i) H, - ;% —Iun+O(1)
(ii) n! = v2mn - (g)” : (1 +0 (%)) (Stirlingformel)

3.1 Standardanalysen

Worst-, average- und best-case Analyse

Die weitaus meisten Bedarfsanalysen sind fiir den worst-case: Wie grof3 ist
der Ressourcenbedarf im ungiinstigsten Fall? Eine Analyse wird jedoch aus-
sagekraftiger, wenn man auch den besten und mittleren Fall hinzunimmt.

Beispiel (Laufzeitanalyse der binidren Suche)

Betrachte noch einmal bindre Suche nach einem Element x in einem Array
MI1,...,n— 1] mit n = 2% (vgl. Beispiel 2.7).

Giinstigster Fall: Steht das Element an mittlerer Position, endet die Suche
nach einem Schritt. Die best-case Laufzeit ist also in ©(1).

Ungtinstigster Fall: Wie in Beispiel 2.7 festgestellt, endet die Suche nach
héchstens k Schritten, und dieser Fall kann sowohl dadurch eintreten, dass
x & M, als auch durch eine ungiinstige Position (z.B. x = M|1]). Die worst-
case Laufzeit ist damit in ©(k) = ©(logn).

Mittlerer Fall: Wie in Beispiel 2.23 gezeigt ist die erwartete Anzahl der
Schritte um hochstens eins kleiner als die maximale. Die average-case Lauf-
zeit ist damit ebenfalls in ©(k — 1) = O(logn).

Im allgemeinen ist die Laufzeit also irgendwo in (1) N O(nlogn), meistens
jedoch nahe der oberen Schranke.

benutzt in
Beispiel 1.11
(Teileranzahlen)
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Im néchsten Abschnitt (Beispiel 3.15) werden wir sehen, dass man nicht
immer mit dem Schlimmsten rechnen muss.

Trade-off zwischen Laufzeit- und Speicherplatzbedarf

Gelegentlich lasst sich der Bedarf einer Ressource auf Kosten einer anderen
reduzieren. Betrachte dazu die beiden folgenden Algorithmen zur Berechnung
der Binomialkoeffizienten.

Algorithmus 1: Algorithmus 2:
Binomialkoeffizienten Binomialkoeffizienten
(rekursive Berechnung) (dynamische Programmierung)
Eingabe :n>ke Ny Eingabe :n>ke Ny
Ausgabe : (}) Ausgabe : (})
binom(n, k) begin binom(n, k) begin
if n < k then return 0; if n < k then return 0;
if £ =0 then return 1; for i =0,...,ndo
return binom(n — 1,k — 1) Bl[i,0] < 1; BlJi,i] « 1;
+binom(n — 1,k); for j=1,...,i—1do
end L Bli,j] < Bli—1,j —1]
+ B[i — 1, j];
return B(n, k];

end

Im linken (rekursiven) Algorithmus wird nur ©(n) Speicher benétigt (fiir den
Aufrufstack der Rekursion), die Laufzeit ist allerdings exponentiell. Das sieht
man wie folgt: Ist T'(n, k) die Laufzeit bei Aufruf mit n > k, dann gilt im
wesentlichen

Tnk)=14+Tn—-1,k—1)+T(n—1,k),

und wegen der Ahnlichkeit zur Rekursionsformel fiir die Binomialkoeffizien-
ten folgt T'(n,k) > (}). Wir wissen bereits, dass die Binomialkoeffizienten
fiir festes k wie n* wachsen, da wir k aber nicht als fest annehmen konnen,
ergibt sich im ungiinstigsten Fall sogar exponentielles Wachstum, denn

27l

i " = 2" . es ex. ein k mit " > )
k verallg. k - n + 1

k=0 Taubenschlagprinzip

— Do., 5.6. (V2) —
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Im rechten Algorithmus werden Doppelberechnungen vermieden, indem al-
le bereits berechneten Werte in einem zweidimensionalen Array gespeichert
werden. Der Platzbedarf steigt damit auf ©(n?), aber die Laufzeit verrringert
sich (dramatisch!) auf ©(n?) (zwei geschachtelte Schleifen). Wir haben also
(in einem sehr vorteilhaften Verhéltnis) Platz gegen Laufzeit getauscht.

Bemerkung

Tatséchlich lassen sich die Binomialkoeffizienten mit der schnelleren Laufzeit
auch ohne (asymptotisch) groBeren Platzbedarf berechnen (man iiberlege
sich, dass zu jedem Zeitpunkt immer nur zwei Spalten des Pascal-Dreiecks
benétigt werden).

Untere Schranken

Wenn ein Algorithmus selbst im giinstigsten Fall nicht mit einer konstanten
Anzahl von Schritten auskommt, muss das noch nicht schlecht sein. Denn
beispielsweise lésst sich in einem Array der Lénge n, iiber das keine weiteren
Annahmen (wie etwa Sortierung, Grofenbeschrinkung, etc.) gemacht wer-
den konnen, das Minimum der Elemente sicher nicht bestimmen, ohne alle
Elemente mindestens einmal betrachtet zu haben. Fiir jeden Minimumsalgo-
rithmus gibt es daher eine Eingabe, fiir die er eine Laufzeit in Q(n) hat.

Wir zeigen hier eine wichtige, weniger offensichtliche untere Schranke.

Beispiel (Untere Schranke fiir vergleichsbasiertes Sortieren)

Wenn keine Einschridnkungen der zu sortierenden Elemente vorliegen, muss
ein Sortieralgorithmus Paare von Elementen vergleichen, um ihre Reihenfolge
zu bestimmen (andere Beispiele sind bucket-sort bzw. radix-sort). Wieviele
Vergleiche muss der beste Sortieralgorithmus (im ungiinstigsten Fall) minde-
stens machen?

Abhéngig vom Ergebnis des ersten Vergleichs wird der Algorithmus irgend-
welche weiteren Schritte ausfiihren, insbesondere weitere Vergleiche. Wir
konnen den Ablauf des Algorithmus daher mit einem Abstieg im Entschei-
dungsbaum gleich setzen: An der Wurzel steht der erste Vergleich, an den
beiden Kindern stehen die Vergleiche, die im Ja- bzw. Nein-Fall als nédchste
ausgefiihrt werden, usw.
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Bei n verschiedenen zu sortierenden Elementen (wir schétzen den ungiinstig-
sten Fall ab!) hat der Entscheidungsbaum n! Blétter, denn es gibt n! mégliche
Eingabereihenfolgen, und wenn zwei verschiedene Eingaben denselben Ablauf
(insbesondere die gleichen Umsortierungen) zur Folge haben, wird eine von
beiden nicht richtig sortiert. Die Anzahl der Vergleiche entspricht aber gerade
der Hohe des Entscheidungsbaumes. In einem Bindrbaum haben n! Blétter
mindestens %' Vorgénger, die wiederum mindestens 3—2' Vorgénger haben, usw.
Der ldngste Weg zur Wurzel hat damit mindestens

logn! =logn-(n—1)-...-2-1] > log {(g)Q] = g-logg € Q(nlogn)

Knoten. Es kann daher keinen vergleichsbasierten Sortieralgorithmus geben,
der bei jeder Eingabe eine Laufzeit in o(nlogn) hat.

3.2 Rekursionen

In Beispiel 3.5 haben wir die Laufzeit der rekursiven Berechnung der Bi-
nomialkoeffizienten nur deshalb leicht abschétzen konnen, weil die Laufzeit
sich wie die Binomialkoeffizienten selbst verhalten hat. Wir behandeln daher
einige wichtige Klassen von Rekursionen etwas allgemeiner.

Definition (Lineare Rekursionen)
Fine Folge (x,)nen, reeller Zahlen heifit lineare Rekursion k-ter Ordnung,
falls

by, firn=0,....,k—1
T, =
a1 - Tp1+ ...+ ag - Tp+b fiirn>k

mit Konstanten aq,...,a,bo,...,bp € R und a; # 0. Eine Rekursion heifit

homogen, falls b, = 0, und inhomogen sonst. Die by, . .., by_1 heilen Anfangs-

werte oder Randbedingungen.




3.9

3.10

3.11

Diskrete Strukturen (SS 2003) 50

Um das Wachstum besser iiberschauen zu kénnen, moéchten wir Rekursionen
in geschlossener Form ausdriicken, d.h. auf der rechten Seite sollen weder
Folgenglieder noch indizierte Summen oder Produkte vorkommen.

Satz (Auflosung linearer Rekursionen 1. Ordnung)
Ist (xn)new, €ine lineare Rekursion 1. Ordnung, dann gilt

" ar—1 fiir alle n € N,.
bO ° al —I— bl ° allfl

sonst

{bl-n—l—bo fallsa; =1
Ty =
B Beweis: Vollstdndige Induktion iiber n € INy. Offensichtlich gilt die
Aussage fiir n = 0. Sei also n > 0, dann ist fiir a; = 1

fL’n:[En_l—f—bl = (bl(n—1)+bo)+b1 :bl-n+b0

und fiir a; # 1

1 ai ' —1
Tp =01 Tp1+br=a1-(by-a} " +b-— |+ b
CL1—1
n—1
ay” —1 "—1
— by - a® + by - A T 41) =0 by - —
0 a; + 01 (al a1_1+) 0y + 01 "
wie behauptet. O

Folgerung
Im homogenen Fall (d.h. by = 0) gilt x,, = by - a.

Beispiel (Ketten-EMails)

FEine Ketten-EMail fordert dazu auf, sie am Tag nach Erhalt an zehn Be-
kannte weiterzuleiten. Wie viele Kopien dieser Mail sind nach einem Monat
im Umlauf, wenn

e der Initiator sie tédglich an zehn Personen schickt,

e sich jeweils nur 15% der Empfinger an die Aufforderung zur Weiterlei-
tung halten und

e niemand sie ein zweites Mal bekommt?
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Nennen wir die Anzahl der weitergeleiteten Kopien am n-ten Tag nach der
ersten Verschickung durch den Initiator x,. Dann gibt es zunéchst nur die
xo = 10 Kopien des Initiators, aber an jedem weiteren Tag bewirken die x,,_1
Kopien des Vortages 10 - % -, Weiterleitungen. Ausserdem kommen noch
weitere 10 des Initiators hinzu, sodass

3
n=—=+ Ty1+10.
T B Tp_1+
Es handelt sich also um eine lineare Rekursion 1. Ordnung mit by = 10 = b,
und a1 = % Aus Satz 3.9 erhalten wir

3 30 §30_1
2

Ohne die fortwédhrende Verschickung durch den Initiator handelte es sich um

. . . .. 330
eine homogene Rekursion und wir hétten trotzdem noch xzy = 10 - 57 ~
1917511 Weiterleitungen am 30. Tag.

Satz (Auflésung homogener linearer Rekursionen 2. Ordnung)
Sind (x,,)nen, €ine homogene lineare Rekursion 2. Ordnung, «, f € R Lésun-
gen der Gleichung t* — a; -t — ay = 0 und

— by -
bbb pats hobo o pga s
A= ba—_b o und B := a—pf
ST falls o = 8 bo falls o = 3,
a
dann gilt

fiir alle n € Ny.

i A-a"—B-pg" fallsa#(
" l(A-n+B)-a* fallsa=p

B Beweis: Wir beweisen die Aussage fiir den Fall o # 3 durch vollstandige
Induktion (der Fall &« = (3 kann &hnlich gezeigt werden). Zunéchst gilt

bl—boﬁ.ao_bl—boa.ﬁozbl—boﬁ—b1+b0a
a—p a—f a—p3
bl—boﬁ 1 bl—boOé . bl@—boﬁa—blﬁ‘Fbooéﬁ

1
o= ¥ azg P P

:b0:x07

:blzl'l.

— Do., 12.6. (V2) —
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Fiir n > 1 erhalten wir unter Verwendung von t? = a;t + a, fiir t = o, 8

Ty = Q1 Tp_1 + Q2 - Ty + by

— g - (bl - boﬁan_l o by — boaﬁn_l)

a—( a—0
- bloé__bgﬁ (@™ + apa™?) — 5106 _b;a (a1 B+ aaB" %) + by
= bla__b;ﬁ " (e 4; ap) — % B (a8 t as) + by
_h—%ﬁ.n_M—;a%W+®' -’

iy R

3.13 Beispiel (Fibonacci-Zahlen)
Die Folge (fn)nen, der Fibonacci-Zahlen ist gegeben durch die Rekursion

f():O, f1:1
fo = foo1+ fa—2 fiir allen > 1.

Es handelt sich also um eine lineare Rekursion 2. Ordnung mit a3 = ay =
by = 1 und by = by = 0. Die Lésungen von t> —a; -t —ay =t> —t —1 =0

sind
1 1-—
= V5 und (= V5 :
2 2
Wegen A, B = ﬁ = \/Lg liefert Satz 3.12 unmittelbar die bekannte Auflésung

po L (1vE) L (1-v5Y
"5 2 V5 2
In Teile-und-Herrsche Verfahren werden Instanzen in der Regel in mehrere
kleinere dhnlicher Grofle aufgeteilt, in der bindren Suche z.B. in zwei gleich
grofle Teile von knapp der halben Grofle. Die Laufzeit ist daher nicht durch

eine lineare Rekursion gegeben. Doch auch fiir Aufteilungsrekursionen gibt
es Auflosungssitze.
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3.14 Satz
Gibt es zu einer Folge T : Ny — R Konstanten o > 1, > 1 so, dass

T(0) = T(1)=0
T(n) = a-T(

n

B

(wobei 5 wahlweise durch | 5] oder [%] zu ersetzen ist), dann gilt

)+n fiir allen > 1

@(ﬁ%}.n) falls a <
T(n) € { O(nlogzn) falls « =
o <0104T[6 . (g)rlogﬁnj ) nlogﬁ a> falls oo > 6 ,

wobei "logg n! den nicht-ganzzahligen Anteil von logzn bezeichne.

B Beweis: Die Rekursion kann bis zum Erreichen der Anfangsbedingung
abgerollt werden, sodass wir fiir ¢t = [loggn| erhalten

g
n 9 n
=n+a- -+« T(—)
&) 5
_ n 2 N t t+1 n
—n+a-B+a~@+ + « E—i_a T(W)
———

(1 + o4+ at)
= n - —_ .. — .
g pt
Fiir a = ( sind alle Summanden in der Klammer gleich 1, sodass
T(n)=n-([logzn] +1) € O(nlogzn) .

Ist dagegen o < 3, so ist die Summe in der Klammer fiir ¢ — oo konvergent.
Da mit n — oo auch t = [loggn| — oo folgt

T(n)@n;(%) :ﬁfa-n, also T(n)E@(ﬁfa.n> .
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Ist andererseits a > 3, so folgt zunéchst ganz &hnlich
t t
o) 3 oK a a
Tn)=n-{=]) - (1+=—+...+—= . =] .
(n) 71(6) (+a+ +at>1H—o>on o3 (ﬁ)
Durch Einsetzen von ¢ = [logzn] = logzn — "log; n™ erhalten wir
T( ) a o logz n—"loggn™ o /6 Moggn™ alogﬂn
n) — en - — — . — A —
n—oo (¥ — 6 ﬂ o — ﬁ o /Blogﬁn

Moggzn™ Mogg n™!
= o . é ’ . Oélogﬁ n = o . é ’ . nlogﬁ @
a—pF \« —~— a—F3 \«

:B(logﬂ n)~(logﬂ a)

O

3.15 Beispiel (Laufzeit von Quicksort)
Wir analysieren die folgende Version von Quicksort, die ein Array M|1,...,n]
Algorithmus 3: Quicksort

Eingabe : Array M([1,...,n]

Ausgabe : nicht-absteigende

quicksort(M,l,r) begin

if l <r then
p <« partition(M,l,r);
quicksort(M,l,p — 1);
quicksort(M,p+ 1,r);

end
partition(M,l,r) begin

xe—Mr]; i—1-1;
for j=1,...,r—1do
if M[j] <z then
i— 1+ 1;
L vertausche M[i] <

vertausche M[i + 1] < M]s
return i+ 1;

end

nicht-absteigend sortiert und mit quicksort(M, 1, n) aufgerufen wird:

Die Laufzeit bei Eingabe eines Arrays der Linge n ist im wesentlichen

Tn)=n+T(p-1)+T(n—p)
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also abhéngig davon, wieviele Elemente kleiner/gréBer als das Pivot-Element
Min] sind (denn daraus ergibt sich dessen Position p).

Giinstigster Fall: Wegen T'(n) > n wird die Laufzeit am kleinsten, wenn
die beiden Teilarrays maéglichst gleich groff sind, also p = [4]. Gilt das in
jeder Stufe der Rekursion, so kénnen wir Satz 3.14 mit a = 3 = 2 anwenden
und erhalten T'(n) € ©(nlogn).

Ungtiinstigster Fall: Die unausgewogenste Aufteilung erzeugt fiir p = 1
ein rechtes Teilarray, das gerade nur um 1 kiirzer ist als das Ausgangsarray.
Passiert dies in jeder Stufe der Rekursion, dann ist jeweils T'(n) = n + 1+
T(n — 1) (lineare Rekursion erster Ordnung). Nach Abrollen der Rekursion
folgt aus der Gaufischen Summenformel T'(n) € ©(n?).

Mittlerer Fall: Jedes Element von M wird genau einmal zum Pivot-Element.
Ist die Fingabereihenfolge in M zufallig, dann auch die Reihenfolge, in der
die Elemente zu Pivot-Elementen werden.

Da die Anzahl der Schritte von der Anzahl der Vergleiche in partition domi-
niert wird, bestimmen wir den Erwartungswert der Anzahl von Paaren, die
im Verlauf des Algorithmus verglichen werden. Die Elemente von M seien
entsprechend ihrer korrekten Sortierung mit vy < ... < x, bezeichnet. Wer-
den Elemente x;,x;, 1 < j, verglichen, dann ist eines von beiden zu diesem
Zeitpunkt Pivot-Element, und keins der Elemente x; 1 < ... < x;_1 war bis
dahin Pivot (sonst wéren x; und x; in verschiedenen Teilarrays). Wegen der
zufélligen Reihenfolge der Pivot-Wahlen ist die Wahrscheinlichkeit, dass von

den Elementen x; < ... < x; gerade x; oder x; zuerst gewéhlt werden, gerade
j_% i j_} —- Dies gilt fiir jedes Paar, sodass sich als erwartete Anzahl von

Vergleichen und damit mittlere Laufzeit ergibt

n—-1 n 9 n—1n—i+1 9 n n ]
;J;Lm - zz—; k=2 k = 2;;E =2 Sat§3,4 O(nlogn) .

Im allgemeinen ist die Laufzeit also irgendwo in Q(nlogn) N O(n?), meistens
jedoch nahe der unteren Schranke.

Bemerkung

Die average-case Analyse zeigt, dass eine randomisierte Variante von Quick-
sort, in der das Pivot-Element zuféllig (statt immer von der letzten Position)
gewéahlt wird, im Mittel auch auf Eingaben schnell ist, die lange vorsortierte
Teilfolgen enthalten.
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Zum Abschluss geben wir noch eine allgemeinere Fassung von Satz 3.14 an;
deren Beweis wire allerdings zu aufwéndig.

Satz (Master-Theorem)
Gibt es zu einer Folge T': N — R Konstanten o« > 1, # > 1 und C > 0 sowie
Folgen ¢; : IN — [-C,C],i=1,...,|a], und b : N — R so, dass

T(1) = 0

T(n) — T(g+q<n>)+...+T(g

(wobei 5 + c¢;(n) wieder durch |5 + ¢;(n)] oder [5 + ci(n)] zu ersetzen ist),
dann gilt

+ Clay (n)) + b(n) fiirn > 1

O (n'oss ) falls b(n) € O(n'°es *=¢) fiir ein € > 0
T(n) € L O (b(n)-logn) falls b(n) € O(n'es . (logn)°®) fiir ein § > 0
© (b(n)) falls b(n) € Q(n'°8s+<) fiir ein e > 0 .

Beispiel (Multiplikation grofler Zahlen)

Wegen der festen Grofe numerischer Standarddatentypen miissen die Grund-
rechenarten fiir sehr grofle Zahlen eigens implementiert werden. Ist w die
Speicherwortlidnge, dann kénnen wir groe Zahlen zur Basis 3 = 2% darstel-
len. Die Multiplikation von n-stelligen Zahlen mit der Schulmethode ( ,schrift-
liches Multiplizieren®) braucht dann ©(n?) Zeit. Aus der Aufteilung der Zah-
len in zwei gleich grofe Teile leiten wir eine schnellere, rekursive Methode her.

Seien a,b zwei n-stellige Zahlen, wobei wir der Einfachheit halber n = 2F,
k € N, annehmen. Dann haben sie Darstellungen

a=A-f2+ A, und b= B, 5%+ B,
und es gilt
a-b= (A B2+ Ag) (By- B2+ By) = A1 B18" + (A By + AgBy1) B + Ay By
Da Ay, Ay, By und By jeweils 3-stellig sind, ist die Laufzeit eines rekursiven
Multiplikationsalgorithmus’

n

T(n):4~T(2

) +06(n),
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da nach den vier kleineren Multiplikationen nur noch addiert werden muss.
Mit dem Master-Theorem 3.17 folgt T'(n) € ©(n'°&21) = ©(n?), also keine
Verbesserung. Die Kosten entstehen durch den vierfachen Aufruf der Rekur-
sion, sodass weniger Multiplikationen wiinschenswert sind. Die Darstellung

a-b=AB (" —i—ﬁ%) + (A — Ag) - (B — Bl)ﬁ% + AOBO(@g +1)

fiihrt auf einen rekursiven Algorithmus mit Laufzeit

T'(n) =3 T (g) +em),
fiir den das Master-Theorem T'(n) € ©(n'°823) liefert. Wegen log, 3 ~ 1.59

ist das (zumindest asymptotisch) eine deutliche Verbesserung.
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Kapitel 4

Graphentheorie

Beziehungen zwischen Objekten werden sehr oft durch binédre Relationen
modelliert. Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel mit speziellen binédren
Relationen, die nicht nur nur besonders anschaulich sind, sondern auch in
zahllosen Anwendungen auftreten.

Eine symmetrische und irreflexive bindre Relation £ C V x V kann auch
also Menge von zweielementigen Teilmengen {u,v} C V aufgefasst werden,
da (u,v) € E <= (v,u) € E (Symmetrie) und EN{(v,v) : v €V} =10
(Irreflexivitét).

Definition (Graph)

Ein Paar G = (V,E) aus Mengen V und E C (‘2/) heiBt (endlicher, un-
gerichteter) Graph. Die Elemente von V' heiffen Knoten, die von E Kan-
ten. Wenn keine Missverstdndnisse zu befiirchten sind, schreiben wir kurz

n=n(G) = |V| und m = m(G) = |E| fiir deren Anzahl.

Graphen konnen sehr anschaulich dargestellt werden, indem man die Knoten
durch Punkte und die Kanten durch Kurven, welche die Punkte ihrer beiden
Knoten verbinden, reprasentiert. Die folgenden Beispiele sind Darstellungen
einiger wichtiger Familien von Graphen.

58

— Di., 17.6. (V1) —
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Hyperwiirfel Qg4

V={1,...,n} vV ={0,1}¢
d
E= (1) E={{(a1,...,aq),(b1,...,ba)} : ;\ai —b| =1}
Zykel oder Kreise C, Wege P,
V={0,...,n—1} V={0,...,n}
E={{i,i+1 modn}:i=0,...,n—1} E={{i,i+1} :i=0,...,n—1}

4.2 Bemerkung
In der Graphentheorie werden auch allgemeinere binére Relationen behan-
delt, in denen man auf Symmetrie (— gerichtete Graphen), Irreflexivitét
(— Graphen mit Schleifen) oder beides verzichtet. Gelegentlich werden auch
Multiteilmengen (so genannte Mehrfachkanten) von V x V' (— Multigraphen)
oder Kanten mit beliebiger Knotenzahl (— Hypergraphen) betrachtet.

=R S

gerichteter Multigraph Hypergraph
Graph (mit Schleifen (mit drei Hyperkanten)
und Mehrfachkanten)

Wir beschréinken uns jedoch auf den Fall ungerichteter Graphen ohne Schlei-
ten oder Mehrfachkanten; diese werden zur besseren Unterscheidung oft als
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schlichte Graphen bezeichnet.

Definition (Adjazenz, Inzidenz, Grad)

Ist G = (V,E) ein Graph, dann heiflen zwei Knoten u,v € V adjazent
(auch: benachbart), falls es eine Kante {u,v} € E gibt, und die Matrix
A(G) = (ayw)vwey mit

1 falls {v,w} € F
Ay =
’ 0 sonst

Adjazenzmatrix des Graphen. Ein Knoten v € V und eine Kante ¢ € E

heiflen inzident, falls v € e, und die Matrix I(G) = (ivye)veg mit
- ec

) 1 fallsvee
lye =
’ 0 sonst

Inzidenzmatrix des Graphen. Die Menge Ng(v) = {w € V : {v,w} € E}

der zu v € V adjazenten Knoten heifit Nachbarschaft von v und wir nennen
deren Kardinalitat

dG<U) = |NG(U)’ = Z Qyw = Ziv,e 5

weV ecE

d.h. die Zeilensumme von v in A(G) oder I(G), den Grad von v. Der mi-
nimale und maximale Grad werden mit §(G) = min,ey dg(v) bzw. A(G) =
max,cy dg(v) bezeichnet.

Lemma (Handschlaglemma)
Fiir alle Graphen G = (V, E) gilt

> da(v) =2m .

veV

B Beweis: Prinzip des doppelten Abzéhlens: auf der linken Seite der Glei-
chung wird tiber alle Zeilen der Inzidenzmatrix summiert. Da jede Spalte ei-
ner Kante entspricht und jede Kante genau zwei verschiedene Knoten enthélt,
ergibt die Summe iiber alle Spalten gerade zweimal die Anzahl der Kanten. [J

— Di., 24.6. (V1) —
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Folgerung
Die Anzahl der Knoten ungeraden Grades ist gerade.

B Beweis: Sei V; ={v eV : dg(v) =i mod 2}, i =0, 1, die Menge der
Knoten mit geradem bzw. ungeradem Grad. Mit dem Handschlaglemma 4.4

gilt
2m =Y de(v) = de(v)+ > da(v)
veV veVp veV]
d
gerade

also ist auch die hinterste Summe gerade, sodass, weil jeder ihrer Summanden
ungerade ist, deren Anzahl gerade sein muss. 0

Satz
Es gibt immer zwei Knoten mit gleichem Grad.

B Beweis: Firallev € V gilt 0 < dg(v) < n—1. Gibt es einen Knoten mit
Grad 0, dann gibt es keinen mit Grad n— 1, und umgekehrt (ein Knoten vom
Grad 0 ist mit keinem anderen benachbart, einer vom Grad n — 1 mit allen
anderen Knoten; beides zusammen geht nicht). Also gilt in einem Graphen
sogar 0 < dg(v) < n—2oder 1 < dg(v) <n—1 fir alle v € V. Mit dem
Taubschlagprinzip folgt, dass von den n Knoten mindestens zwei den gleichen
der n — 1 moglichen Grade haben. U

Definition (Teilgraphen)

Sind G = (V, E) ein Graph sowie V' C V und E' C E Teilmengen seiner
Knoten und Kanten, dann ist G' = (V' E') ein Teilgraph von G. falls E' C
(V;) Wir sagen dann G enthélt G’ und schreiben G' C G. Die Teilgraphen

GV]=(V',EnN (Z)) und  G[E'] = (| ] e, E')

ecE’

heiflen der von V' knoten- bzw. von E' kanteninduzierte Teilgraph. Ein Teil-
graph heiBit aufspannend, falls er alle Knoten enthélt.

Wir werden auferdem Schreibweisen wie z.B. G — v fiir G[V \ {v}] oder
G + e fiir den Graphen G' = (V, E' U e) verwenden. Um die Knoten- und
Kantenmenge eines Graphen G von anderen zu unterscheiden, schreiben wir

auch V(G) und E(G).



4.8

4.9

4.10

Diskrete Strukturen (SS 2003) 62

Definition (Graphenisomorphismus)
Gibt es zu zwei Graphen Gy = (V1, E1) und Gy = (V3, E3) eine bijektive
Abbildung o« : Vi — Vo mit

{u,v} € By <= {a(u),a(v)} € E,

dann heiflen die Graphen G, und G5 isomorph, Gi; = G, und a Gra-
phen)isomorphismus.

Wir interessieren uns vor allem fiir strukturelle Eigenschaften und werden
isomorphe Graphen daher nicht unterscheiden. Dadurch kénnen wir z.B. von
dem vollstéindigen Graphen mit 7 Knoten sprechen, auch wenn seine Kno-
tenmenge nicht {1,...,7} ist.

Definition (Wege und Kreise in einem Graphen)

Ein Graph G = (V,E) mit s,t € V enthélt einen (s,t)-Weg der Lénge k,
falls er einen zu P, isomorphen Teilgraphen mit Endknoten s und t enthélt,
d.h. es gibt einen Teilgraphen P = (V(P), E(P)) C G mit s,t € V(P) und
einen Isomorphismus « : {0,...,k} — V(P) von Py so, dass «(0) = s und
alk) =t.

Die Lénge eines kiirzesten (s,t)-Weges heifit Abstand (auch: Distanz) von s
und t und wird mit dg(s,t) bezeichnet.

Der Graph enthélt einen Kreis der Lange k, falls er einen zu CY, isomomorphen
Teilgraphen enthélt.

Definition (Zusammenhang)

Ein Graph G = (V, E) heifit zusammenhéngend, wenn er zu je zwei Knoten
s,t € V einen (s,t)-Weg enthélt. Die inklusionsmaximalen Teilgraphen eines
Graphen sind seine (Zusammenhangs)komponenten und ihre Anzahl wird
mit k(G) bezeichnet.




4.11

4.12

4.13

Diskrete Strukturen (SS 2003) 63

4.1 Baume und Wailder

Die folgende spezielle Klasse von Graphen ist uns schon begegnet und eine
zentrale Struktur der Informatik.

Definition (Baum)
FEin zusammenhéangender Graph ohne Kreise heifit Baum. Ein Graph, dessen
samtliche Zusammenhangskomponenten Bédume sind, heifit Wald.

Satz
Fiir jeden Graphen G = (V,E) gilt m > n — k(G). Gleichheit gilt genau
dann, wenn G ein Wald ist.

B Beweis: Induktion iiber die Anzahl m der Kanten bei fester Anzahl n
von Knoten. Enthélt ein Graph keine Kante, sind keine zwei Knoten durch
einen Weg verbunden, jeder bildet also seine eigene Komponente (und damit
einen trivialen Baum) und es gilt m = 0 = n — k(G). Fiigt man zu einem
Graphen eine Kante zwischen bestehenden Knoten hinzu, verbindet sie zwei
Knoten, die entweder in derselben oder in zwei verschiedenen Komponenten
(die dann vereinigt werden) liegen.

Die Zahl der Komponenten verringert sich also um maximal eins, sodass die
Ungleichung weiterhin gilt. Wenn durch die neue Kante zwei Komponenten
vereinigt werden, entsteht kein neuer Kreis, denn sonst miisste es zwischen
den beiden neu verbundenen Knoten vorher schon einen Weg gegeben haben.

O

Satz
Fiir einen Graphen G = (V| F) sind folgende Aussagen édquivalent:

(i) G ist ein Baum.

(ii) Zwischen je zwei Knoten in G existiert genau ein Weg.

— Do., 26.6. (V2) —
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(iii) G ist zusammenhéangend und hat n — 1 Kanten.

(iv) G ist minimal zusammenhédngend, d.h. G ist zusammenhéngend und
fiir alle e € E ist G — e unzusammenhéngend.

(v) G ist maximal kreisfrei (azyklisch), d.h. G ist kreisfrei und fiir alle
e € () \ E enthilt G + e cinen Kreis.

B Beweis: (i) <= (ii): Da Baume zusammenhéngend sind, gibt es zwi-
schen je zwei Knoten mindestens einen Weg. Gébe es zwei verschiedene, so
enthielte deren Vereinigung einen Kreis. Gibt es umgekehrt immer genau
einen Weg, dann ist der Graph kreisfrei, weil es andernfalls zwei Wege zwi-
schen je zwei Knoten des Kreises gébe.

(i) <= (iii): Folgt unmittelbar aus Satz 4.12.

(iii) = (iv): Wegen Satz 4.12 kann ein Graph mit n — 2 Kanten nicht
zusammenhéngend sein.

(iv) = (v): Enthielte G einen Kreis, so konnte eine beliebige Kante des
Kreises entfernt werden und G wére immer noch zusammenhéngend. Konnte
man eine Kante hinzufiigen, ohne einen Kreis zu erzeugen, kann es vorher
keinen Weg zwischen den beiden Knoten der neuen Kante gegeben haben,
der Graph wiére also nicht zusammenhéngend gewesen.

(v) = (i): Da G kreisfrei ist, miissen wir nur zeigen, dass G auch zusam-
menhéngend ist. Wére G nicht zusammehéngend, so kénnte zwischen zwei
Knoten in verschiedenen Komponenten eine Kante eingefiigt werden, ohne
einen Kreis zu erzeugen. 0

Folgerung
Jeder zusammenhéangende Graph enthélt einen aufspannenden Baum.

Die Anzahl
w(G) =m —n+ k(G)

der Kanten, die man aus einem Graphen entfernen muss/kann, um einen auf-
spannenden Wald mit gleicher Anzahl von Komponenten zu erhalten, heifit
auch zyklomatische Zahl des Graphen.
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Satz
Zun € N gibt es n"? verschiedene Béiume mit Knotenmenge {1,...,n}.

B Beweis: Da die Aussage fiir n = 1 offensichtlich stimmt, kénnen wir
n > 2 annehmen. Wir wenden das Identitédtsprinzip an, indem wir die Baume
bijektiv auf {1,...,n}" 2 abbilden.

Einem Baum wird ein Tupel (vy,...,v,_2) wie folgt zugewiesen. Ein Baum
hat immer einen Knoten vom Grad 1, denn wenn alle Knoten einen grofieren
Grad hétten, ware die Summe der Knotengrade gréfler oder gleich 2n, sodass
aus dem Handschlaglemma 4.4 die Existenz von mindestens 27” = n Kanten
folgte (Widerspruch zu Satz 4.13). Unter den Knoten vom Grad 1 sei v der
kleinste. Der eindeutige Nachbar definiert v;. Werden danach v und die eine
zu v inzidente Kante entfernt, erhalten wir wieder einen Baum und wéhlen
erneut den kleinsten Knoten vom Grad 1. Dessen Nachbar definiert vy, usw.
Das so konstruierte Tupel (vq,...,v,_2) heiit Prifercode des Baums. Man
beachte, dass zum Schluss eine Kante iibrig bleibt, da nur n — 2 Kanten
entfernt werden.

Wir zeigen, dass die dadurch definierte Abbildung injektiv und surjektiv ist,
indem wir zeigen, dass zu jedem (vi,...,v, ) € {1,...,n}" 2 genau ein
Baum mit Priifercode (vy, ..., v, o) existiert.

Wir stellen zunéchst fest, dass ein Knoten, der im Baum den Grad d hat,
im Priifercode genau d — 1 mal auftritt (ndmlich immer dann, wenn ein
Nachbar entfernt wird, der Knoten selbst aber noch einen weiteren Nachbarn
im Baum hat). Knoten vom Grad 1 treten im Priifercode also nicht auf.
Der kleinste nicht auftretenden Knoten muss derjenige sein, der als erster
entfernt wurde, und sein Nachbar war v;. Der kleinste von den n — 1 anderen
Knoten, der nicht in (ve,...,v,_2) auftritt, muss Nachbar von vy gewesen
sein, usw. Nachdem so n — 2 mal ein Knoten bestimmt worden ist, sind nur
Up_o und ein weiterer Knoten iibrig. Die letzte hinzuzufiigenden Kante muss
dann diese beiden verbinden und der bei der Erzeugung des Priifercodes iibrig
gebliebenen entsprechen. O
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Beispiel
Der Priifercode des folgenden Baums ist (1,8,3,1,4,4,8) und die Kantenbe-
schriftungen geben die Reihenfolge an, in der sie entfernt wurden.

Bei der Rekonstruktion werden die Kanten in derselben Reihenfolge ein-
gefiigt, die unbeschriftete zuletzt.

4.2 Durchlaufe

In diesem Abschnitt werden wir Graphen durchlaufen, um Eigenschaften zu
testen oder Teilgraphen zu identifizieren. Durchlaufen bedeutet dabei, an ei-
nem Knoten zu starten und jeweils von einem bereits besuchten Knoten iiber
eine Kante den benachbarten Knoten aufzusuchen. Dazu werden zunéchst die
Definitionen von Wegen und Kreisen verallgemeinert.

Definition (Graphenhomomorphismus)
Gibt es zu zwei Graphen G1 = (Vi, Ey) und Gy = (V, Es) eine Abbildung

a: Vi — Vo mit
{U,U} €k = {Oé(U),Oé(U)} € Ey,

dann heiit o (Graphen)homomorphismus und wir nennen den Teilgraphen

a(G1) = (a(V1), {{a(u), a(v)} € By : {u,v} € E1}) C Gy

homomorphes Bild von G in GS.
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Definition (Kantenzug und Tour)

Ist G = (V, E) ein Graph und v : V(Py) — V(G) ein Homomorphismus, dann
heiBt a(Py) C G Kantenzug der Lénge k. Ein Kantenzug heiit geschlossen
oder Tour, falls a(0) = «(k) (in diesem Fall ist a(Py) auch homomorphes
Bild des Kreises Cy,).

FEine Kante {v,w} € E ist |[{{i,i+ 1} € E(F) : {a(i),a(i+ 1)} = {v,w}}|
mal im Kantenzug «(Py) enthalten.

Kantenzug Kantenzug geschlossener
G und Ps der Lange 5; der Lange 5; Kantenzug (eine Kante
gleichzeitig (s, t)-Weg aber kein Weg zweimal enthalten)

4.2.1 FEulertouren und Hamiltonkreise

Manche Graphenprobleme unterscheiden sich nur geringfiigig in der Definiti-
on, aber erheblich im Schwierigkeitsgrad. Wir beginnen mit einem ,,leichten®,
dass gleichzeitig das erste in der Graphentheorie betrachtete war.

Definition (Eulertour)
FEine Tour heifit Eulertour, falls sie jede Kante genau einmal enthalt.

Satz
Ein zusammenhédngender Graph enthélt genau dann eine Eulertour, wenn
alle Knoten geraden Grad haben.

B Beweis: Der Graph G = (V| E) enthalte eine Eulertour, d.h. es gebe
eine homomorphe Abbildung von C),, dem Kreis mit m Kanten, auf G. Da
jede Kante nur einmal in der Tour vorkommt, sorgt jeder Knoten des Kreises
dafiir, dass zwei zum selben Knoten von G inzidente Kanten in der Tour
enthalten sind. Da aber alle Kanten in der Tour vorkommen, muss die Anzahl
der zu einem Knoten von G inzidente Kanten gerade sein.

— Di,,

Euler,
1736

1.7. (V1) —
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Betrachte nun umgekehrt einen zusammenhéngenden Graphen, in dem jeder
Knoten geraden Grad hat. Beginne bei irgendeinem Knoten und wéhlen eine
Kante. Am benachbarten Knoten wéhle eine noch nicht gewéhlte Kante und
fahre so fort. Dies geht solange, bis man wieder den ersten Knoten erreicht,
denn an jedem anderen gibt es wegen des geraden Grades immer eine noch
nicht gewéahlte Kante. Die gewéhlten Kanten sind homomorphes Bild eines
Kreises und an jedem Knoten ist die Anzahl der gewéhlten und ungewéhlten
Kanten gerade. Falls es noch einen Knoten mit ungewihlten Kanten gibt,
dann wegen des Zusammenhangs auch einen, der zu schon gewéhlten Kanten
inzident ist. Wiederhole die Konstruktion von diesem Knoten aus und fiige die
beiden homomorphen Bilder von Kreisen zu einem zusammen (Anfangsstiick
des ersten bis zum gemeinsamen Knoten, dann der zweite Kantenzug und
schliefllich das Endstiick des ersten), bis alle Kanten einmal gewéhlt wurden.

OJ

Beispiel (Konigsberger Briickenproblem)

Der unten stehende Graph stellt sieben Briicken (helle Knoten) iiber den
durch Konigsberg fliessenden Fluss Pregel dar. Da nicht alle Knoten geraden
Grad haben, gibt es keine Eulertour (und damit keinen Rundgang, der jede
der Briicken genau einmal tiberquert).

Algorithmus
von Hier-
holzer
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4.22 Beispiel (Haus vom Nikolaus)
Wenn man sich mit einem (nicht notwenig geschlossenen) Kantenzug, der
alle Kanten genau einmal enthélt, begniigt, dann funktioniert die Konstruk-
tion aus dem Beweis von Satz 4.20 auch dann noch, wenn es zwei Knoten
ungeraden Grades gibt. Man muss dann allerdings bei einem davon anfangen
und wird beim anderen aufhéren.

R R

Eine leichte Modifikation der Fragestellung fiihrt auf ein wesentlich schwie-
rigeres Problem.

4.23 Definition (Hamiltonkreis)
FEin Kreis heifit Hamiltonkreis, falls er jeden Knoten genau einmal enthélt.

4.24 Satz

Das Entscheidungsproblem, ob eine Graph einen Hamiltonkreis enthélt, ist Reduktion von
NP-vollsténdig. VERTEX COVER
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4.2.2 Tiefensuche

Der Algorithmus zur Konstruktion einer Eulertour durchlduft solange Kan- — Do., 3.7. (V2) —
ten vom jeweils zuletzt besuchten Knoten, bis dieser nicht mehr zu unbesuch-

ten Kanten inzident ist. In diesem Fall wird an irgendeinem zu unbesuchten

Kanten inzidenten Knoten weitergemacht.

In der Variante in Algorithmus 4 wird immer vom zuletzt gefundenen (statt
besuchten) Knoten aus weitergesucht. Auf diese Weise konnen z.B. ein auf-
spannender Baum, ein Kreis oder ein Weg zwischen zwei Knoten konstruiert
werden.

Algorithmus 4: Tiefensuche (depth-first search, DFS)

Eingabe : Graph G = (V, E), Wurzel s € V
Daten : Knotenstack S, Zahler d

Ausgabe: Tiefensuchnummern DFS (initialisiert mit oco)
Vorgénger pred (initialisiert mit nil)

DFS[s] «— 1; d« 2;

markiere s; push S « s;

while S nicht leer do
v« top(S);

if es ex. unmarkierte Kante {v,w} € FE then
markiere {v, w};

if w nicht markiert then
DFS[w] «— d; d «— d+1;

markiere w; push S «— w;

pred|w] « v;

| else pop v« 5

Offensichtlich erhalten alle Knoten eines Graphen, die im Verlauf des Algo-
rithmus’ markiert werden, eine endliche Tiefensuchnummer DFS[v]. Falls nach
Ablauf des Algorithmus’ pred|w] = v gilt, heifit die Kante {v, w} Baumkante,
alle anderen markierten Kanten heilen Nichtbaumkanten (auch: Riickwérts-
kanten).
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Beispiel
Tiefensuche vom hellen Knoten aus: die Knoten sind mit ihren Tiefensuch-
nummern und die Kanten in Reihenfolge ihres Durchlaufs beschriftet.

O— —0

Beobachtung: Die Tiefensuche liefert einen aufspannenden Baum (Baum-
kanten durchgezogen). Die Knoten einer Nichtbaumkante (gestrichelt) sind
durch einen monoton nummerierten Weg im Baum verbunden.

Lemma
Wenn v € V' auf S abgelegt wird, sei M C (V' \ {v}) die Menge aller anderen
bereits markierten Knoten. Der Knoten v wird erst von S entfernt, nachdem

alle Knoten t € V' \ M, fiir die es einen (v, t)-Weg in G|V \ M] gibt, ebenfalls
markiert wurden.

B Beweis: Angenommen, es gibt einen Knoten, fiir den die Aussage falsch
ist. Wihle unter allen diesen dasjenige v € V' mit maximaler DFS[v] und einen
Knoten t € V', der bei Entfernen von v aus S noch nicht markiert ist.

Gibt es einen (v, t)-Weg iiber unmarkierte Knoten, dann beginnt er mit einem
unmarkierten Nachbarn von v. In der while-Schleife werden alle Nachbarn
von v markiert, bevor v aus S entfernt wird, und wegen der Maximalitiat von
DFS[v] wird ¢ markiert, bevor dieser Nachbar aus S entfernt wird. Das ist ein
Widerspruch. O

Satz

Ist B C E die Menge der Baumkanten nach einer Tiefensuche auf G = (V, E)
mit Wurzel s € V', dann ist (G[B] 4+ s) C G ein aufspannender Baum der
Zusammenhangskomponente, die s enthélt.

B Beweis: Wir stellen zunéchst fest, dass alle zu Baumkanten inzidenten
Knoten markiert werden. Der von den Baumkanten induzierte Graph ist
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zusammenhéngend, da jede neue Baumkante immer inzident zu einem bereits
markierten Knoten ist. Er ist auflerdem kreisfrei, denn jede neue Baumkante
enthélt genau einen Knoten, der zuvor nicht markiert war (ein Kreis kann
also niemals geschlossen werden).

Weil Lemma 4.26 insbesondere fiir die Wurzel selbst gilt, werden alle Knoten
der Zusammenhangskomponente von s markiert. 0

Durch mehrfache Tiefensuche kénnen daher alle Zusammenhangskomponen-
ten bestimmt werden.

Der folgende Satz besagt, dass Nichtbaumkanten immer nur zwischen Knoten
verlaufen, die mit der Wurzel auf einem gemeinsamen Weg liegen. Daher kann
man die Tiefensuche z.B. auch benutzen, um in Komponenten, die keine
Baume sind, als Zertifikat einen Kreis zu konstruieren.

Satz

Ist B C E die Menge der Baumkanten nach einer Tiefensuche auf G =
(V,E), {v,w} € E eine Nichtbaumkante mit DFS[w| < DFS[v] und v =
U1, Vg, . . ., U = w der eindeutige (v, w)-Weg in G|B], dann gilt pred[v;| = v; 11
fiir allet=1,...,k— 1.

B Beweis: Die Existenz der Nichtbaumkante zeigt, dass v und w in der
selben Zusammenhangskomponente liegen, und DFS[w]| < DFS[v] bedeutet,
dass v spéter als w gefunden wird. Die Nichtbaumkante wird daher markiert
wéhrend v (und nicht w) oben auf dem Stack liegt (andernfalls wire sie eine
Baumkante). Das bedeutet aber, dass w zu diesem Zeitpunkt noch in S ist,
weil ein Knoten erst entfernt wird, nachdem alle inzidenten Kanten markiert
wurden. Die Behaupung folgt damit aus der Boebachtung, dass fiir einen
Knoten u, der auf dem Stack unmittelbar auf einen Knoten u’ gelegt wird,
predu| = u’ gilt. O
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4.2.3 Breitensuche

Wir dndern die Durchlaufreihenfolge nun so, dass immer vom zuerst gefun-
denen Knoten aus weitergesucht wird. Dadurch kann nicht nur wieder ein
aufspannender Wald konstruiert werden, sondern auch kiirzeste Wege von
einem Anfangsknoten zu allen anderen in seiner Komponente.

Algorithmus 5: Breitensuche (breadth-first search, BFS)
Eingabe : Graph G = (V, ), Wurzel s € V

Daten : Knotenwarteschlange @)

Ausgabe: Breitensuchnummern BFS (initialisiert mit oco)
Vorgénger pred (initialisiert mit nil)

BFS|[s] « 0;
markiere s; enqueue () < s;
while () nicht leer do
dequeue v «— Q);
for unmarkierte Kanten {v,w} € E do
markiere {v, w};
if w nicht markiert then
BFS[w] < BFS[v] + 1;
markiere w; enqueue () «— w;
pred|w] « v;

Offensichtlich erhalten alle Knoten eines Graphen, die im Verlauf des Al-
gorithmus’ markiert werden, eine endliche Breitensuchnummer BFS[v]. Falls
nach Ablauf des Algorithmus’ predw] = v gilt, heiit die Kante {v, w} Baum-
kante, alle anderen markierten Kanten heiflen Nichtbaumkanten.

Man beachte, dass fiir Baumkanten BFS[w] = BFS[v]+1 gilt. Gilt dies fiir eine
Nichtbaumkante, nennen wir sie auch Vorwéartskante, andernfalls Querkante.
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Beispiel
Breitensuche vom hellen Knoten aus: die Knoten sind mit ihren Breitensuch-
nummern und die Kanten in Reihenfolge ihres Durchlaufs beschriftet.

Beobachtung: Die Breitensuche liefert einen aufspannenden Baum (Baum-
kanten sind durchgezogen, Vorwértskanten gestrichelt, Querkanten gepunk-
tet). Die Breitensuchnummern sind gerade die Lédngen kiirzester Wege von
der Wurzel aus.

Lemma
Alle Knoten und Kanten der Zusammenhangskomponente der Wurzel werden
markiert. Fiir jede markierte Kante {v,w} gilt |BFS[v] — BFS[w]| < 1.

B Beweis: Wird ein Knoten markiert, dann auch alle seine inzidenten
Kanten und alle seine Nachbarn. Eine nicht markierte Kante kann also nicht
zu einem markierten Knoten inzident sein.

Angenommen, es gibt einen nicht markierten Knoten v in der Zusammen-
hangskomponente der Wurzel s. Nach Definition des Zusammenhangs gibt es
einen (v, s)-Weg. Da s markiert wird, muss es auf diesem Weg zwei adjazente
Knoten geben, von denen genau einer markiert ist. Das ist ein Widerspruch.

Die Breitensuchnummern der Knoten in der Warteschlange unterscheiden
sich um hdochstens 1 und die Knoten mit kleinerer Nummer werden zuerst
entnommen, denn wenn ein Knoten w markiert und eingefiigt wird, wurde
zuvor ein Knoten v mit um 1 kleinerer Nummer entnommen. Wird eine
weitere zu w inzidente Kante von einem Knoten v’ aus markiert, dann ist w
selbst noch in der Warteschlange (sonst wéren alle inzidenten Kanten bereits
markiert), sodass der Nachbar v’ nach v und vor w eingefiigt wurde und seine
Breitensuchnummer zwischen denen von v und w liegt. U
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Satz

Ist B C FE die Menge der Baumkanten nach einer Breitensuche auf G =
(V, E) mit Wurzel s € V, dann ist (G[B] + s) C G ein aufspannender Baum
der Zusammenhangskomponente, die s enthélt.

B Beweis: Ist n, die Anzahl der Knoten in der Zusammenhangskompo-
nente von s, dann ist |B| = ny — 1, denn nach Lemma 4.30 werden alle n,
Knoten markiert, und eine Baumkante kommt genau dann hinzu, wenn ein
anderer Knoten als s markiert wird.

Wegen Satz 4.13 brauchen wir also nur noch zu zeigen, dass G[B] fiir B # ()
zusammenhédngend ist. Ein anderer Knoten als s wird aber nur dann mar-
kiert, wenn er einen bereits markierten Nachbarn hat. 0

Satz
Der eindeutige Weg von der Wurzel s zu einem Knoten v € V in G[B| + s
ist ein kiirzester (s,v)-Weg in G und BFS[v] = dg(s,v).

B Beweis: Wenn in der Breitensuche eine Baumkante {pred|w], w} durch-
laufen wird, erhélt w die Breitensuchnummer BFS[pred[w]|+1. Der eindeutige
(s,v)-Weg im Baum hat daher die Lénge BFS[v].

Sind s = wg,vq,...,us = v die Knoten auf einem (s,v)-Weg in G, dann
gilt |[BFS[v;] — BFS[v;_1]| < 1 fur alle i = 1,...,k wegen Lemma 4.30. Weil
BFS[s] = 0 hat jeder solche Weg mindestens BFS[v] Kanten. O

4.3 Matchings und Farbungen

In diesem Abschnitt betrachten wir zunéchst bindre Relationen, die zwar
symmetrisch und irreflexiv sind, aber Teilmengen des kartesischen Produkts
zweier verschiedener Mengen (d.h. E C U x W).

Definition (bipartiter Graph)
Ein Graph G = (V,E) mit V = U@ W heifit bipartit, falls () NE = () =
()NnE.

Die Existenz einer Bipartition kann strukturell charakterisiert werden.

— Bonusabschnitt —
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Satz
Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er keine Kreise ungerader Lénge
enthalt.

B Beweis: Der Graph sei bipartit mit Bipartition seiner Knotenmenge in
Mengen Vy und V;. Angenommen, er enthalte einen Kreis ungerader Lénge

aus Knoten vy, ..., v9p1. Wir kénnen ferner annehmen, dass v; € V; (sonst
umbenennen). Dann muss aber v, € V; gelten und weiter v; € V{; mod 2) fiir
alle © = 1,...,2k + 1, insbesondere gilt fiir die beiden adjazenten Knoten

vy, Vort1 € V4. Das ist ein Widerspruch zur Bipartitheit.

Umgekehrt enthalte der Graph keine Kreise ungerader Lénge. Man erhilt
dann eine Bipartition V = U W W der Knotenmenge, indem in jeder Kom-
ponente ein Knoten ausgewihlt und zu U hinzugefiigt wird. Alle Nachbarn
von Konten aus U werden zu W hinzugefiigt, dann alle Nachbarn von Koten
in W zu U, usw. Die Menge, zu der ein Knoten hinzugefiigt wird, kann nur
dann von mehr als einem Nachbarn bestimmt werden, wenn ein Kreis aus
bereits klassifizierten Knoten geschlossen wird. Da alle Kreise gerade Lénge
haben, ist das aber kein Problem. O

Der zweite Teil des Beweises legt die folgenden Modifikation der Breitensuche
nahe, um einen beliebigen Graphen auf Bipartitheit zu testen.

Algorithmus 6: Test auf Bipartitheit (Modifikation von Algorith-
mus 5)

if w nicht markiert then

e‘lse
if BFS[v] = BFS[w] then
ouput ,nicht bipartit®;
L halt;

ouput , bipartit®;

Satz
Algorithmus 6 testet in O(n + m) Zeit, ob die Zusammenhangskomponente
der Wurzel bipartit ist.
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B Beweis: Wir nehmen an, der Graph sei zusammehéngend (ansonsten
sind alle Argumente auf die Zusammenhangskomponente der Wurzel einzu-
schrianken).

Gegeniiber der Breitensuche ist der zusétzliche Aufwand linear in der Anzahl
der Kanten, sodass die Gesamtzeit linear in der Grofle des Graphen bleibt.

Tritt der zum Abbruch fithrende Fall BFS[v] = BFS[w]| niemals ein, so unter-
scheiden sich die Breitensuchnummern von je zwei adjazenten Knoten genau
um 1. Jede Kante hat also einen Knoten mit gerader und einen mit ungerader
Breitensuchnummer. Partitioniert man die Knotenmenge in V- = U W W mit
U ={u €V : BFS[u| ungerade} und W = {w € V : BFS[w| gerade}, dann
gilt UNe# 0 #enW fiir alle e € F, die Breitensuchnummern liefern also
einen Beweis fiir die Bipartitheit.

Aus der Bedingung fiir den vorzeitigen Abbruch folgt mit Lemma 4.30, dass
die Knoten v und w den gleichen Abstand von der Wurzel haben. Wéhle zwei
kiirzeste Wege von v und w zur Wurzel, die nur aus bereits markierten Kanten
bestehen und betrachte den ersten gemeinsamen Knoten u (spétestens die
Wurzel selbst). Da schon bei der ersten Querkante abgebrochen wird, sind bis
dahin nur Baum- und Vorwiértskanten aufgetreten, die Breitensuchnummer
der beiden inzidente Knoten unterscheiden sich also jeweils um genau 1.
Folglich sind der (v, u)- und der (w, u)-Weg gleich lang, sodass sie zusammen
mit der Querkante einen Kreis ungerader Lénge bilden. Wegen Satz 4.34 ist
dieser Kreis ein Beweis fiir die Nicht-Bipartitheit des Graphen. 0

Definition (Matching)

Ist G = (V, E) ein Graph, dann heifit eine Kantenteilmenge M C FE Mat-
ching, falls ene’ = () fiir allee # ¢’ € M. Ein Matching M heiBt inklusionsma-
ximal, wenn es kein Matching M’ mit M C M’ gibt, kardinalitétsmaximal,
wenn es kein Matching M’ mit |M| < M’ gibt, und perfekt, wenn |M| = | 3].

Bemerkung

FEin kardinalitdtsmaximales Matching ist auch inklusionsmaximal, aber ein
inklusionsmaximales Matching ist nicht notwendig kardinalitdtsmaximal. Ein
perfektes Matching ist inklusions- und kardinalitdtsmaximal, aber ein kardi-
nalitdtsmaximales nicht notwendig perfekt.
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inklusions-, kardinalitdtsmaximal
aber nicht aber nicht perfekt
kardinalitdtsmaximal perfekt

In bipartiten Graphen G = (U W W, E) ordnet ein Matching jedem Knoten
von U hochstens einen Knoten von W zu und umgekehrt.

4.38 Beispiel (Arbeitsvermittlung)
Einer Menge U von Jobsuchenden steht eine Menge W von Jobs gegeniiber.
Wir definieren einen bipartiten Graphen G = (U W W, E), dessen Kanten
{u,w} ausdriicken, dass u fiir w geeignet ist.

Da jede/r nur einen Job erhalten soll und jeder Job nur einmal vergeben
werden kann, entspricht eine Vermittlung einem Matching. Natiirlich ist man
an einem Matching grofitmoglicher Kardinalitédt interessiert.

4.39 Satz (Heiratssatz)
In einem bipartiten Graphen G = (U W W, E) existiert ein Matching der
Kardinalitit |U| genau dann, wenn fiir jede Teilmenge X C U gilt

| X] < [Na(X)]

wobei Ng(X) = J,cx Na(u) die vereinigten Nachbarschaften sind.

B Beweis: Es gebe ein Matching M mit |M| = |U|. Wir betrachten eine
beliebige Teilmenge X C U. Da keine zwei Kanten eines Matchings zu einem
gemeinsamen Knoten inzident sind, miissen in G[M| die Nachbarn der Kno-
ten in X alle verschieden sein. Daraus folgt, dass die Nachbarschaft von X
in G mindestens |X| Knoten enthilt.

Umgekehrt gelte die Ungleichung fiir alle X C U. Angenommen, fiir ein
kardinalitdtsmaximales Matching M wire |M| < |U|. Dann gibt es ein ug €
U, dass zu keiner Kante in M inzident ist. Da |Ng({uo})| > [{uo}| nach
Voraussetzung, hat ug mindestens einen Nachbarn wy € W. Gibt es zu diesem
eine Kante {wg,u;} € M, dann finden wir wegen |Ng({ug,u1})| > [{uo, u1}|
einen weiteren Knoten w; # wy, der iiber eine Kante in £\ M mit {ug, u; }
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verbunden ist. Gibt es auch zu w; eine inzidente Matchingkante {us,w;},
dann ist us & {wp,u;} und wir kénnen wegen der Ungleichungsbedingung
das Verfahren fortsetzen, bis wir ein wy finden, das zu keiner Matchingkante
inzident ist.

Da wir in jedem Schritt eine zu genau einem neuen Knoten inzidente Kante
gewahlt haben, ist der von diesen Kanten induzierte Teilgraph ein Baum. Der
eindeutige Weg von ug nach wy beginnt und endet mit einer Kante aus E\ M,
und hat dazwischen abwechselnd Kanten aus M und E \ M. Da weder g
noch wy, zu einer Matchingkante inzident sind, konnen wir die Zugehorigkeit
der Kanten des (ug, wy)-Weges zu M und E \ M vertauschen und erhalten
ein Matching M’ mit einer Kante mehr als M. Das ist ein Widerspruch zur
Kardinalitdtsmaximalitdt von M. U

Bemerkung

Inklusionsmaximale Matchings kénnen auch in bipartiten Graphen, welche
die Bedingungen in Satz 4.39 nicht erfiillen, und sogar in Graphen, die nicht
einmal bipartit sind, effizient bestimmt werden.

Die Einteilung der Knoten eines bipertiten Graphen in zwei Klassen kann
wie folgt verallgemeinert werden.

Definition (Farbung)

FEine Abbildung ¢ : V' — C' heifit (Knoten)firbung eines Graphen G = (V, E),
wenn fiir alle Kanten {v,w} € E gilt ¢(v) # c¢(w). Eine Farbung heifit mini-
mal, wenn |C| minimal unter allen Farbungen von G ist. Fiir eine minimale
Firbung f heiBt x(G) = |C| auch die chromatische Zahl des Graphen.

Offensichtlich ist x(G) < 2 fiir alle bipartiten Graphen G und x(G) < 1
nur fiir Graphen ohne Kanten. Doch schon die Klasse der Graphen, die mit
3 Farben geférbt werden konnen, ist nicht leicht zu bestimmen.

Satz
Fiir Graphen G ist das Entscheidungsproblem x(G) < 3 N'P-vollsténdig.

Immerhin kann man leicht eine obere Schranke fiir die benttigte Anzahl von
Farben angeben.

Satz
Zu einem Graphen G = (V, E) existiert immer eine Farbung ¢ : V — C' mit
X(G) < |C] < maxdg(v) + 1.

ve

Reduktion
von 3-SAT
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B Beweis: Fir C = {0,...,max,cy dg(v)} geben wir eine Farbung c :
V — C von G an. Dazu werden die Knoten zunéchst in eine beliebige Rei-
henfolge vy, . .., v, gebracht. Der erste Knoten wird mit ¢(v;) = 0 geférbt. Die
anderen Knoten werden der Reihe nach mit jeweils der kleinsten erlaubten
Farbe gefarbt, d.h. wir setzen

c(v;) = min (C\ (Ng(v;) N {v1,...,v.1})) .

Da kein Knoten mehr als max,cy dg(v) Nachbarn hat, ist immer eine Farbe
frei, und kein Knoten erhélt eine schon an einen Nachbarn vergebene Farbe.

O
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