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Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit einem nichtlinearen Differentialgleichungssystem, das fiir
passende Materialien die Wéarmeleitung in einer Dimension modelliert. Die physikalische
Herleitung der Gleichungen soll hier nur knapp angedeutet werden. Fiir eine genauere
Ausfiithrung sei auf [5] verwiesen.

Wir werden das Problem fiir beschrinkte Gebiete, im eindimensionalen Fall also beschrank-
te Intervalle J, betrachten. Die auftretenden Gréflen sind der Warmefluss ¢ und die absolute
Temperatur 0 > 0, die von der Zeit t > 0 und dem Ort x € J abhéngen.

Wir gehen davon aus, dass das Medium so beschaffen ist, dass das FEnergiegleichgewicht

durch die Gleichung
(0.1) e+ qp =7

ausgedriickt werden kann, wobei die Funktion e = e(q, #) noch genauer beschrieben werden
wird und die Funktion r = r(t, z) eine von auflen einwirkende Kraft beschreibe.
Die zweite Gleichung des Systems sei nicht, wie im klassischen Modell nach Fourier die

Relation ¢ = —x(0)0,, sondern das nach Cattaneo benannte Wirmeleitungsgesetz
(0.2) T(0)a +q = —x(0)0,

mit noch ndher zu bestimmenden positivwertigen Koeffizientenfunktionen 7 und Y.

Man spricht in diesem Fall auch haufig von Warmeleitung mit ,second sound*.

Fiir konstante Koeffizienten bewirkt der zusétzliche Summand 7¢;, dass das resultierende
System hyperbolisch ist. Im Gegensatz zum klassischen parabolischen System, suggeriert
dieses Model nicht, dass sich thermische Verdnderungen in einem Punkt mit unendlicher
Geschwindigkeit ausbreiten. Obwohl dieses physikalische Paradoxon in vielen Féllen ver-
nachlassigt werden kann, gibt es doch Problemstellungen, fiir die das klassische Modell
unpassend erscheint. Der Unterschied beider Modelle spielt beispielsweise bei der Reinigung
von Halbleitern durch Laserimpulse (siehe dazu auch [20],[11],[17]) eine Rolle.

Auch in Verbindung mit Thermoelastizititssystemen wird und wurde der ,,second sound
effect*, z.B. in [13],[3] und [4], untersucht.

In [4] wurde gezeigt, dass die Gleichungen (0.1) und (0.2) aufgrund des zweiten Gesetzes der

Thermodynamik nur dann ein physikalisch sinnvolles Modell darstellen, wenn die Funktion
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e von der Form

(0.3) e(q,0) = eo(0) + a(t)q”

mit a(f) = %% — % (%)l ist. eg sei hierbei eine differenzierbare Funktion, fiir deren
Ableitung

(0.4) (eo(0)), = co(6)0; mit ¢ >0

gilt.

Wir werden im Folgenden allerdings nicht voraussetzen, dass a die beschriebene Gestalt hat.

(0.3) eingesetzt in (0.1) ergibt zusammen mit (0.2) das folgende System

(0.5) 7(0)q: + g+ x(0)0, =0 in R x J,
(0.6) Gz + co(0)0, + d'(0)¢%0, + 2a(0)qq, = r in RS x J.

In [5] wird gezeigt, dass fiir J = R, r = 0 und bestimmte Anfangsdaten (g, 6y) eine globale

klassische Losung zu (0.5) und (0.6) existiert, wenn die Koeffizientenfunktionen mindestens
(0.7) 7,X, co € C*(RY), a€C*R") und 7,x,¢c0>0

erfiillen. Zusétzlich zur Existenz einer eindeutigen Losung wird dort auch deren Konvergenz-
verhalten fiir £ — oo untersucht. Insbesondere wird bewiesen, dass Gleichgewichtslosungen,
d.h. konstante Losungen, der Form (g, 6) = (0, ), fiir ein § > 0, stabil sind.

AufBlerdem wird in [5] darauf hingewiesen, dass die im Ganzraumfall vorgefiihrte Methode
zum Beweis der globalen Fortsetzbarkeit der Losung analog fiir beschrankte Gebiete mit
bestimmten Randbedingungen durchgefiihrt werden kann.

Insbesondere werden fiir J = (0,1) Randbedingungen der Form

(0.8) q(t,0) =¢q(t,1) =0 fir t>0
und
(0.9) 0(t,0)=0(t,1)=0  fir t>0

genannt. Dies motivierte die folgende Arbeit, in der wir die Beweise fiir diese beiden Randbe-
dingungen vorfithren werden. Dazu sei bemerkt, dass unter der Randbedingung (0.8) analog
zu [5] vorgegangen wird. Im Fall der Randbedingung (0.9) treten bei diesem Versuch Kom-
plikationen auf, so dass wir fiir den Beweis eine andere Methode anwenden. Dabei orientieren
wir uns an [19], wo &hnliche Resultate fiir ein Thermoelastizitdtsproblem mit second sound

bewiesen werden.



Wir betrachten den Fall J = (0,1) und setzen dabei fiir die Koeffizienten ebenfalls (0.7)
voraus.

In Abschnitt 2.2 werden isolierte Rdinder untersucht. Diese werden durch die Randbedin-
gung (0.8) beschrieben. Wie schon erwéhnt, werden wir dort einen zu [5] analogen Beweis
vorfithren und fiir homogene Systeme, d.h. fiir » = 0, entsprechende Ergebnisse erhalten.
Im inhomogenen Fall kénnen wir nach gewissen Forderungen an die Funktion r die Existenz
einer globalen Losung zu einem System mit einer rechten Seite, die r approximiert, bewei-
sen.

In Abschnitt 2.3 wird das System unter der Annahme, dass die Temperatur an den Réndern
konstant gehalten wird, untersucht. Diese Randbedingung formulieren wir fiir eine feste
Temperatur 6 > 0 durch (0.9).

In diesem Fall konnen wir fiir homogene und inhomogene Systeme mit Anfangsdaten, die
in der Ndihe der Gleichgewichtslosung (q,0) = (0, é) liegen, die globale Existenz einer klas-
sischen Losung beweisen. Dafiir miissen auch hier gewisse Forderungen an die rechte Seite
r gestellt werden. Falls r exponentiell abféllt, kann sogar gezeigt werden, dass der Zustand
(O, é) exponentiell stabil ist.

Es ist zu bemerken, dass der Fall J = (a,b) mit a < b € R durch Skalierung auf den Fall

J = (0, 1) reduziert werden kann.

Die Arbeit ist folgendermaflen gegliedert:

Im ersten Kapitel werden verwendete Notationen eingefiihrt und einige Hilfsmittel defi-
niert bzw. vorgestellt. Auflerdem wird dort ein Existenzsatz fiir quasilineare symmetrisch-
hyperbolische Systeme formuliert, der uns fiir beide Randbedingungen eine lokale Losung
unseres Systems liefern wird.

Im zweiten Kapitel wird das oben eingefiihrte Anfangsrandwertproblem untersucht, wobei
sich Abschnitt 2.2 mit isolierten Réndern und Abschnitt 2.3 mit Rédndern mit konstant ge-
haltener Temperatur beschéftigt. Der Beweisaufbau ist in beiden Féllen &hnlich:

Zuerst wird ein neues System eingefiihrt, dessen Losungen, falls sie nahe bei Null liegen,
Losungen zu (0.5)-(0.6) liefern. Fiir dieses zeigen wir, dass es die Voraussetzungen des im
ersten Kapitel vorgestellten lokalen Existenzsatzes erfiillt. Damit erhalten wir eine lokale
Losung, fiir die wir jeweils mit geeigneten Energieabschidtzungen die Fortsetzbarkeit auf
ganz R{ zeigen werden. Diese globale Losung liefert uns eine ebenfalls globale Losung zu
(0.5)-(0.6), deren Konvergenzverhalten wir schlielich untersuchen werden.

Der verwendete lokale Existenzsatz wird in [16], Appendix A, bewiesen. Diesen Beweis

fithren wir in Kapitel 3 ausfiihrlich vor.



Kapitel 1

Vorbereitungen

1.1 Definitionen und Notationen

Sei u : R x R™ — R eine differenzierbare Funktion, die von der Zeit ¢t € R und vom Ort
x € R™ abhéngt. Dann schreiben wir du = % fiir die partielle Ableitung nach t bzw.
oju = %“j fiir die partielle Ableitung in Richtung der j-ten Komponente von .

Ein (n + 1)-Tupel a = (ap,...,a,) € Nyt nennen wir Multiindez. Fiir einen solchen
Multiindex « sei D* = 9;°0" - - - 99" ein Differentialoperator der Ordnung |af := Y7 ;.

Sei 2 C R™ ein Gebiet und m € INy. Dann seien
C™"(Q)={ueC(Q): D e C(Q) firalle 0<|al] <m},
Cx(Q)=()C™Q) und
m=0

Cr(Q) ={ueC>®(Q): supp(u) ist kompaktin €}

mit supp(u) = {x € Q : u(x) # 0}.

AuBlerdem seien
C'(Q) ={ue C™(Q): D" ist beschrinkt fiir alle 0 < |a] < m}
und
C™(Q) ={u e C"(Q): D*u ist gleichmiBig stetig in Q fir 0 < || < m}.

In C7*(€2) ist
“|lem@) = max sup|D*- (x
|| ||C () 0<[a]< x€g| ( )|

eine Norm, die diesen Raum zu einem Banachraum macht.

C™(Q2) ist beziiglich der Norm || - [|cm (o) ein abgeschlossener Unterraum von Cj*(€2).
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Fiir 1 < p < oo bezeichnen wir mit
WmP(Q) ={ue LP(Q): firalle 0<|a|<m existiert D% € LP(Q)}

die iiblichen Sobolevrdume. Hierbei stehe D*u fiir die schwache Ableitung' von u. W™P(Q)

ist vollstandig beziiglich der Norm

I Bmaiey = D 1D Iy bzw. ||+ wmesi) = max [[D* - [|z=(q)

0<|a|<m
0<]al<m

Die Vervollstandigung der Mengen
{ueC™Q): |lullwme@ < oo} bzw. {ue C(Q): [|lullwme@) < oo}
beziiglich der W™2-Norm nennen wir, wie gewohnt, H™ () bzw. H"(Q). Es gilt bekanntlich
W™2(Q) = H™(Q).

Mit diesen Definitionen, die hauptséchlich [1] entnommen sind, sei fiir m € IN und 7' > 0

X ([0,70,2) = ()7 ([0, T], H™ () .

J=0

Mit der Norm
2 2 . j
. = su = su a/ - m—i(
-1 = sup [ @), = sup Zn el
wird X, ([0,77],£2) zu einem Banachraum und es gilt
T
X ([0,70, ) € H™ ([0, T] x Q) mit ||+ [Fmpo.17x0) :/0 11+ @lll7, dt.

Fiir offene Intervalle (a,b) ist X,, ((a,b),Q) und ||| - (¢)|||?, fiir ¢ € (a, ) analog definiert.

Ist eine Verwechslung unwahrscheinlich, so schreiben wir meistens |[|-|| .2 anstelle von ||-|| 12(q),

|ullcm anstelle von ||ul|cm(q) usw.

1.2 Verwendete Hilfsmittel

Wir weden hier einige Siatze und Ungleichungen auffiihren, die in den spéteren Beweisen

héufig verwendet werden.

Isiche [1] 1.62



1.2. VERWENDETE HILFSMITTEL 8

Satz 1.1 (Sobolevscher Einbettungssatz)
Sei 0 C R™ ein Gebiet, das die gewohnliche Kegeleigenschaft? besitzt. Dann gilt

WIitme(Q) — Y (), falls. mp>n oder m=n und p=1.
Falls Q die starke lokale Lipschitzeigenschaft?® besitzt, gilt sogar
WIitme(Q)) — C7(Q), falls mp >n oder m=n und p=1.
Hierbei bezeichne X — Y fiir zwei normierte Rdume X und Y eine stetige Finbettung, d.h.

(i) X CY und

(ii) zum Identitétsoperator Id : X — Y mit Id(z) = = gibt es ein ¢ > 0 mit

| Id(x)|ly < c||z]x fir alle z e X.

In [1] 4.12 wird eine umfangreichere Version von Satz 1.1 formuliert und bewiesen.

Lemma 1.2 (Erste Poincarésche Ungleichung)
Sei Q2 C R™ offen und in eine Richtung beschrdnkt. Dann gibt es ein allein von €2 abhdngiges
¢ >0, so dass fiir alle w € H ()

ul|7. < C/Q |Vu(z)]* dz

qgilt.
Einen Beweis dieser Ungleichung findet man in [8].

Satz 1.3 (Lemma von Gronwall)
FEs seien u,v und w in [a,b] C R stetige Funktionen mit v > 0 und w stetig differenzierbar
in [a,b]. Falls

u(t) < w(t) + /tu(s)v(s) ds fir alle ¢ € [a, b

qilt, so gilt auch

t
u(t) < w(t) +/ el O Iy (P)w(r) dr fir alle ¢ € [a,b].

a

Falls w in [a,b] zusdtzlich nichtnegativ und monoton wachsend ist, gilt

u(t) < w(t)ef; v(s)ds

Zsiehe [1] 4.6
3siehe [1] 4.9
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Dieser Satz wird in [10] bewiesen.

Eine weitere nach Gronwall benannte Abschéitzung liefert der folgende Satz.

Satz 1.4 (Gronwallsches Lemma)
Es seien a > 0, R und ¢ Funktionen mit p, R € C ([0, a],R) und ¢ differenzierbar in (0, a).
Weiter sei o > 0 und es gelte fir alle t € [0, a] die Ungleichung

(1) < —ap(t) + R(1).

Dann gilt fiir alle t € [0, a]
t
o(t) < e p(0) + eat/ e R(s) ds.
0

Beweis: Sei ¢(t) := p(t)e™ — fot e** R(s)ds fiir t € [0, al.

Dann ist ¢ differenzierbar mit
P(t) = e (@' (t) + ap(t) — R(t)) <0  fiir alle ¢ € [0,a.

1 ist in [0, a] also monoton fallend, so dass

und damit .
o(t) < e *p(0) + e_o‘t/ eR(s)ds  fiir alle ¢ € [0,q]
0

gilt. O

1.3 Formulierung des lokalen Existenzsatzes

Wir werden hier einen lokalen Existenzsatz fiir quasilineare symmetrisch-hyperbolische Sy-
steme in beschrankten Gebieten mit geeigneten Rand- und Anfangsbedingungen vorstellen.
Diesen Satz werden wir in Kapitel 2 anwenden und in Kapitel 3 beweisen. Zur Formulierung
des Satzes werden zuerst einige Notationen und Begriffe eingefiihrt.

Seien 2 C R™ ein beschriinktes Gebiet, T > 0 und A7 : [0, 7] x Q x R! — R matrixwertige
Funktionen fiir 0 < j < n.

Damit definieren wir fiir Funktionen u : [0,7] x Q — R! einen Differentialoperator L durch

L(t,z,u)u = A°(t, z, u)Ou + A7 (t, z,u)0;u + B(t, z,u)u fir (t,x) €[0,T] x Q
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und betrachten fiir geeignete Funktionen F : [0,T] x Q — R! und f : Q — R! Systeme der

Form

1.1) L(u)u =F in [0,7] x €,
1.2) u(0,-) = f in €,

(1.3) Mu=0 in [0,7] x 0.

Hierbei sei M : Q — R glatt, r < [ und Rang(M(x)) = r fiir z € 09.

Sei v die dufere Einheitsnormale auf 0€). Dann nennen wir die durch

A (t, z,u) = Zuj(x)Aj(t,x,u) fiir (¢, 2,u) €[0,T] x 00 x R’

j=1
definierte Matrix Randmatriz zum Operator L.

Sei N := {(z,v) € 90 x R': M(z)v = 0} und ker(M(x)) C R! der Nullraum von M (z).
Dann heiit die Randbedingung Mu = 0 mazimal nichtnegativ, falls A”(t, z,u) fir (¢, z,u) €
[0,7] x N auf ker(M(x)) positiv semidefinit ist und ker(M(z)) beziiglich Mengeninklusion

ein maximaler Unterraum mit dieser Eigenschaft ist.

Wir nehmen nun an, dass u € C1([0, T x Q) eine Lésung zu (1.1)-(1.3) und A° invertierbar
ist. Dann gilt zum Zeitpunkt ¢ = 0 wegen u(0,-) = f in Q

0u(0, ) = (A(t, -, f()) " [F(0,) = A(0,, f(:));£(-) = B0, f(-)) ()] -
Wegen M (-)u(t,-) = 0in [0,T] x 02 ist auch
0=0,[M()ult,)] = M()owu(t,")  in [0,7] x O

und es muss insbesondere M(+)d;u(0,-) = 0 in 9 gelten.
Um von der Losung u die gewiinschte Regularitit erwarten zu kénnen, muss das System

daher einer Bedingung der Form

M) {(A - fO)) [0, ) = A0, f())0; f () = B0, f(:)) f()]} =0

in 0€) geniigen.
Mit induktiver Argumentation erhélt man fiir p > 2 analoge Bedingungen an 0Yu(0, -), die
als Kompatibilititsbedingungen vom System gefordert werden miissen, damit die Existenz

einer Losung mit entsprechender Regularitiat moglich ist.
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Da aber die Existenz einer Losung mit ausreichender Regularitét zuerst gezeigt werden muss,
schreiben wir '0Yu(0, )" anstelle von 0Yu(0,+). Formal erhilt man die Funktion '0Yu(0,-),
indem man das System p — 1 mal nach ¢ ableitet, nach 07« auflost und die Gleichung an der
Stelle t = 0 auswertet.

Damit kénnen wir die Kompatibilitdtsbedingungen an das System durch M'd7u(0,-)" = 0

in 0F) ausdriicken.

Vom Gebiet €2 fordern wir, dass es fiir alle r € IN die gleichmdfige C"-Regularititseigenschaft
besitzt, die nach 4.10 in [1] folgendermaflen definiert ist.

Definition 1.5

Ein Gebiet Q2 C R™ besitzt die gleichméaflige C"-Regularititseigenschaft, falls es eine lokal
endliche offene Uberdeckung {U;} wvon 99 und eine dazugehdrende Folge {®;} r-glatter*
Transformationen mit ®;(U;) = {y € R™ : |y| < 1} =: B und inversen Funktionen ¥; = &
qibt, so dass gilt:

(i) Es gibt ein R < 00, so dass der Durchschnitt von jeweils R+ 1 Mengen U; leer ist.

(ii) Es gibt ein 6 > 0, so dass fir Qs := {x € Q : dist(x,00) < 0}
Qs U2, 9 ({y e R : [yl < 3}) gilt.

(ili) ©;(U; NQY) ={y € B:y, > 0} fir alle j.

(iv) Es seien (¢, .., 0jn) und (Yj1,...,¢;,) die Komponenten von ®; und V;. Dann
gibt es eine Konstante M < oo so, dass fir alle « mit 0 < |a| <7, alle 1 <i <n und

alle j

| D%¢ji(x)] < M, fir x €U,
|D%;i(y)| < M, fir ye B

qgilt.

Mit diesen Bezeichnungen formulieren wir nun einen lokalen Existenzsatz.

*Nach [1] Seite 77 heifit eine Transformation ® r-glatt, wenn ihre Komponentenfunktionen ¢1,..., ¢, in
C"(92) liegen.
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Satz 1.6
Es seienn € N und m > | 3] + 2 und es gelte:

(i)

(vii)

(viii)

(ix)

Q C R” ist ein offenes, beschrinktes Gebiet, das fir alle r € N die gleichmdfige
C"-Reqularititseigenschaft besitzt.

Fe H™([0,T] x Q) und f € H™(S2).
M(z) € C*> (Q).

Es gibt ein ey > 0 und ein Ty € (0,71, so dass A°, A7, B € C™ ([0, Ty] x Ny) gilt, wobei
No = {(z,v) e Qx R': v — f(z)| < &0} sei.

A und die A7 sind symmetrisch in [0,Ty] x No.

Es gibt ein cq0 > 0, so dass fiir alle h € R! gilt:

RTA°h > cholh|*  in [0, Th] x No.

Fir alle (t,z,u) € [0,Ty] x No NN ist die Randmatriz A”(t,z,u) requlir und es gibt

ein cav > 0, so dass gilt:
(A Hlop < cav in [0,Tp] x NgN N,

Hierbei stehe ||Allop = Sup,cp % fir die tbliche Operatornorm.

Die Randbedingung Mu = 0 ist maximal nichtnegativ.

M'9iu(0,-) =0 in 0Q fir 0 <i<m-—1.

Dann gibt es ein Ty € (0,To] so, dass in [0,T1] eine eindeutige Losung u € X, ([0,T4], )
zu (1.1)-(1.3) existiert.

Zu bemerken ist, dass die Lange T des Existenzintervalls nur von €2, M, m, g, Ty, den
Koeffizientenfunktionen A°, A7, B, der rechten Seite F' und der Norm || f|| gm(q) der An-
fangsfunktion f abhéngt.



Kapitel 2

Nichtlineare Wiarmeleitung mit

,second sound‘ in beschriankten
Gebieten

2.1 Voriiberlegungen

In diesem Kapitel ist es unser Ziel, die Existenz einer stetig differenzierbaren globalen Losung

(q,0) zu dem System

(2.1) T(@)aq +q+ x(0)0, =0 in R x J,
(2.2) Gu + co(0)0; + d'(0)q*0; + 2a(0)qq, = r in Ry xJ

mit der Anfangsbedingung
(2.3) q(0,2) = qo(x), 6(0,2) = Oy(x) fir z€J
und passenden Randbedingungen zu beweisen. Hierbei gelte fiir die Koeffizientenfunktionen

(2.4) 7,X,c0 €EC*(RT), a€C*(RY)  und
(2.5) T,X,¢0>0 in RF

und die rechte Seite r liege in H? (R x €2).
Wir werden das Problem fiir zwei verschiedene Randbedingungen betrachten.
Zuerst gehen wir davon aus, dass J an beiden Réndern isoliert ist. Dies beschreiben wir

durch die Bedingung

(2.6) q(t,0) =¢q(t,1) =0 fir ¢t>0.

13
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Um einen sinnvollen Existenzsatz formulieren zu kénnen, untersuchen wir, wie in [5], Sei-
te 272/273, vorgefithrt, welche Forderungen an die Anfangsdaten (qo,0y) gestellt werden
miissen, damit die mogliche Losung iiberhaupt stetig differenzierbar sein kann.

Wir nehmen dazu an, dass (¢,6) € C* ([0,T] x J), fiir ein T > 0, eine Losung zu (2.1)-(2.3)
und (2.6) ist. Aufgrund der Anfangs- und Randbedingungen gilt fiir diese

20(0) = 4(0,0) =0 und go(1) = g(0, 1) = 0.
Ableiten von (2.6) impliziert zudem
q:(t,0) = q(t, 1) = 0.
Aus Gleichung (2.1) erhdlt man damit
x(6(0,0))0:(0,0) = x(6(0,1))8,(0,1) = 0.
Da x stets positiv ist, folgt daraus
05(0) = 6,(0,0) =0 und 6y(1) =6,(0,1) = 0.
Im Falle isolierter Rénder setzten wir fiir die Anfangsdaten deshalb
w(0) = a0(1) = 65(0) = B5(1) = 0

als Kompatibilitdtsbedingungen voraus.
Die zweite Randbedingung beschreibt Réander mit konstant gehaltener Temperatur > 0
durch

(2.7) 0(t,0) =0(t,1) =0 fiir ¢ > 0.

Um auch hier die notwendigen Kompatibilitdtsbedingungen herauszufinden sei (q,0) €
C' ([0, 7] x J) nun Losung der Anfangsrandwertaufgabe (2.1)-(2.3) und (2.7). Analog zu

oben ergeben sich die Forderungen
(2.8) 0y(0) = Oo(1) = 6
und

(2.9) 0,(t,0) = 6,(t,1) = 0.
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Wir 16sen (2.1) nach ¢ auf, setzen das Ergebnis in (2.2) ein und erhalten

(2.10) @ + co(0)0, + d'(0)q*0; — Qf<—(;))q [q+ x(0)6:] = r.

Unter Beriicksichtigung von (2.9) erhalten wir aus (2.10) zur Zeit ¢ = 0 die Bedingung

10) = 225 a00) [1(0) + X(O)4(0)] ~r(0.0)
= b0 = 2 m(1) o) + 1@ 1)] = r0.1) .

die wir daher im Fall der Randbedingung (2.7) zusammen mit (2.8) als Kompatibilitéitsbe-

dingung an die Anfangsdaten voraussetzen.

Zu jedem # > 0 gibt es eine Umgebung U(f) C R? von (0,5), in der aufgrund der Ste-
tigkeit der Koeffizientenfunktionen die Summe ¢y + a’¢* positiv ist. (2.10) darf deshalb in

U(0) durch ¢y + a'¢? geteilt werden.
Damit und mit u = (g, #) kénnen (2.1) und (2.2) in U(#) zu

0 X 1 0 0
ug + 1 __ 2axq Uy + _ 2aq 0 U= r
co+a’q? Tco+a'Tq? Tco+a' g2 co+a’q?

umgeschrieben werden. Fiir die Eigenwerte der ersten Matrix gilt

2
axq axq X
Mog=—— XM (X )y X
12 TCo + a'Tg? \/(7’00 + a’7q2) + TCo + a'Tg?

Man erkennt, dass die Diskriminante in U(f) positiv ist, also \; # Ay € R gilt. Somit ist

das System in U(0) strikt hyperbolisch.

Fiir quasilineare symmetrisch-hyperbolische Systeme liefert Satz 1.6 zu geeigneten Rand-

bedingungen eine lokale Losung. Es besteht also die Hoffnung, dass zu Anfangsdaten in

Umgebungen von Paaren der Form (0, #) mit # > 0 zumindest eine lokale Losung existiert.
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2.2 Isolierte Rander

Homogener Fall: Fiir homogene Systeme, also r = 0, beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 2.1

Es gelte (2.4),(2.5), J = (0,1) und r = 0.

Dann gibt es zu jedem 0 > 0 ein § > 0, so dass gilt:
Falls die Anfangsdaten (qo,0y) die Bedingungen

q0790 € H2(J)7

und
||%”12’1%7) + /60 — éHiIQ(J) <4

erfillen, besitzt das Anfangsrandwertproblem (2.1)-(2.3) und (2.6) eine eindeutige
Lésung (q,0) mit folgenden Figenschaften:

(1) CL& € XQ(]Rg_v ‘])
(ii) 6(t,x) > 0 fiir alle (t,x) € Ry x J

(iii) Es gibt genau ein 0, > 0 mit

eo (0:) = /o {eq (6o) + a(bo) ¢5 } () da.

Gegen dieses 0, konvergiert 0(t,-) fiir t — oo gleichmdpig in J.
(iv) Firt — oo konvergiert q(t,-) in J gleichmdflig gegen 0.
(v) Firt — oo konvergieren |||q(t,)||1, |0=(t, )|z und ||6:(t, )2 gegen O.

Inhomogener Fall: Fiir inhomogene Systeme wird hier, im Falle einer geeigneten rechten

Seite 7, lediglich die Existenz einer Losung zum angendherten System

(2.11) 7(0)q +q+ x(0)0, =0 in R$ x J,
0
(2.12) Gu + co(0)0; + d'(0)q*0; + 2a(0)qq; = - ZZE% in R xJ

mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen bewiesen. Ob dies eine gute Nihe-
rung des urspriinglichen Systems ist und in wie weit der Fehler klein gehalten werden

kann, wird im folgenden Abschnitt angesprochen.
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Satz 2.2

Es gelte (2.4),(2.5), J = (0,1) und es seir € H* (R§ x J).

Dann findet man zu jedem 6 > 0 ein § > 0 und zwei weitere Konstanten 6,85 > 0, so
dass gilt:

Falls die Anfangsdaten (qo,6) die Bedingungen

qo, 60 € H2<J)7

(2.13) 2(0) = qo(1) = 05(0) = 65(1) = 0
und
~19
laolsasy + 180 = By + PO < 8

erfillen und fiir die rechte Seite r

(2.14) sup H|7‘(t)m% < und
>0

(2.15) [ IOl + 1Ol + ) de < b
R

gilt, besitzt das Anfangsrandwertproblem (2.11), (2.12), (2.3) und (2.6) eine eindeutige
Lésung (q,0) mit folgenden Eigenschaften:

(1) qae € XQ(Ra_v J)

(i) O(t,z) > 0 fiir alle (t,z) € R x J

(iil) Falls lim;_, fot fol r(s,x)dzds = 0 gilt, so gibt es genau ein 0, > 0 mit

e (8.) = / Leo (6) + a (6) 2} () do.

In diesem Fall konvergiert 0(t,-) fiir t — oo gleichmdpig in J gegen 0,.
(iv) Fiirt — oo konvergiert q(t,-) in J gleichmdafSig gegen 0.
(v) Firt — oo konvergieren |||q(t,-)|||1, |0=(t, )|z und ||6:(t, )| 2 gegen O.
Der Satz zum inhomogenen Fall wird in den vier folgenden Abschnitten, 2.2.1-2.2.4, bewie-

sen. Dabei gehen wir analog zu [5] vor.

Indem man r = 0 setzt, ergeben sich daraus direkt die Aussagen fiir den homogenen Fall.
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2.2.1 Transformation des Systems

Sei 6 > 0.

Wie in [5] vorgefiihrt, konstruieren wir dazu ein neues Anfangsrandwertproblem, das fiir An-
fangsdaten (qo, 0p), die nahe bei (0,6) liegen, zu (2.11),(2.12),(2.3) und (2.6) dquivalent ist.
Fiir dieses neue System konnen wir zeigen, dass die Voraussetzungen des lokalen Existenz-
satzes, Satz 1.6, erfiillt sind und werden so eine eindeutige lokale Losung mit gewiinschter
Regularitét erhalten.

AuBlerdem werden die neuen Koeffizientenfunktionen einfacher abzuschéitzen sein, was die

Beweise zur globalen Existenz der Losung und deren Abklingverhalten erleichtern wird.

Dazu dividieren wir (2.10) durch ¢(#) und (2.1) durch x(6)cy(f) und erhalten

0) L i Ly _
@)co(®) " X(O)o(0) 1T ()
Ny Y _/ A Y \ \ /
=A(0) =B(0) =C(0)
a'(@)q?) —2a(6)x(6) ~2a(0) r
.+ 0 O+ —— e + ——~ " = :
O ( 6) )T T 0)co(8) T 7(0)co(6) co(0)
\ — h ~~ g —
=C(0) =D(q,9) =E(0) =F(0)

Wegen der Regularitét der urspriinglichen Koeffizientenfunktionen (2.4), liegen die Funk-
tionen A, B,C, E und F in C*(R*) und D in C?(R x R*).

AuBerdem sind wegen (2.5) A, B und C positiv fiir alle § > 0, also insbesondere auch in
einer Umgebung von 6, und D = 0 in (0, ). Deshalb gilt die folgende Aussage.

Satz 2.3
Es gibt ein & € (0,0) und Funktionen A, B,C,E,F: R — R und D : R? — R mit:

(i) A,B,C,E,F € C}(R)

(ii) A(v) =AY +0), B(v) =
F(+9) firy € (—,2)

(iii) D € CZ(R?)
(iv) D(n,%) = D(n, % +0) fiir n, v € (=£,2)

(v) Esgibt A,B,C € R mit A(Y) > A>0,B(y) 2B>0und C(¢) >C >0 fir)eR
(vi) [D(n, )| < 3 fiir (n,¢) € R

(vil) Es gibt ein K € R mit |D(n, )| < Kn? fir (n,v) € R?
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Mit solchen Funktionen A bis F' als neue Koeffizientenfunktionen, der Verschiebung

und

flt,z) = ) fir (t,z) € Ry x J

betrachten wir das folgende neue Anfangsrandwertproblem.

(2.16) A(p)a: + B(p)g + C(p)pr =0 in Ry x J,
(2.17) C(P)gx + 1+ D(q,9)p1 + E(9)aps + F(0)g® = f in Ry x J,
(2.18) q(t,0) =¢q(t,1) =0 fir ¢ >0,
(2.19) q(0,7) = qo(z), ©(0,7) = o(x) = Op(z) — 0 fir x € J

Homogener Fall: Falls das urspriingliche System homogen ist, ist auch das neue System

homogen und nach Konstruktion gilt die folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.4
Ist (q,¢) eine Lisung von (2.16)-(2.19) mit ||g|lco < & und ||¢|lco < &, so ist dies
dquivalent dazu, dass (q,0) = (q, + 0) eine Lisung von (2.1)-(2.3) und (2.6) mit
lgllco < & und ||0 — O||co < & ist. Auperdem gilt qo, 0o € H*(J) genau dann, wenn
Q0,00 € H?(J) gilt.

Wir werden zeigen, dass es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir jede Losung von
(2.16)-(2.19) zu Anfangswerten qo, 9o mit [lgoll3z(y, + lpol, + I FO)I} < 6

(2.20) lg(t,z)| <e und |p(t,z)] <e fir alle (t,2) € R§ x J
gilt. Insbesondere gilt also fiir hinreichend klein gewéhlte Anfangsdaten
(2.21) lgleo <& und [lgllen < &

Im homogenen Fall macht es deshalb Sinn, das neue System zu betrachten und die

bewiesenen Aussagen auf das urspriingliche System zu iibertragen.

Inhomogener Fall: Im inhomogen Fall liefert eine Losung zu (2.16)-(2.19), fiir die (2.21)
gilt, eine Losung zu den Gleichungen (2.11) und (2.12) mit den passenden Anfangs-
und Randbedingungen.

Obr- zg—% eine gute Ndherung fiir r ist, hdngt von der Funktion ¢y und der Wahl von
d ab. Aufgrund der Stetigkeit von cq gibt es namlich zu jedem p > 0 ein £(p) > 0, so
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dass, fiir |0 — 0|co < &(p), ||co(8) — co(0)|lco < p ist. Wird § nun so gewiihlt, dass
(2.20) fiir e(p) gilt, folgt damit

co(0) —
Taw T+ p
T - 00(9) 00(9)

Der relative Fehler kann also durch die nach Wahl von p und damit durch die Wahl
von ¢ klein gehalten werden. Dies bedeutet aber, dass je geringer der Ndherungsfehler

sein soll, desto stiarker miissen die Forderungen an die Anfangsdaten sein.

2.2.2 Lokale L6sung

Behauptung 2.5
FEs gibt ein T > 0, so dass die Anfangsrandwertaufgabe (2.16)-(2.19) in [0, T] eine eindeutige
Lisung (q,¢) € X*([0,T],J) besitzt.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass das System (2.16)-(2.19) die Voraussetzungen von Satz
1.6 erfillt. Sei dazu Q2 = (0,1), u = (g, ¢) und entsprechend ug = u(0, ) = (qo, @o). Auler-

dem seien
0 (1+D)(u) Clu) E(u)q

[ B(uw) O (0 B
B(u) = (F(u)q 0), F = <f> und M—<1 0).

Dann kann (2.16)-(2.19) als

(2.22) A°(w)ou+ AY(u)opu+ Bu=F in R{ x Q,
(2.23) w(0,z) = up(x) fir ze€Q,
(2.24) Mu(t,z) =0 fir 2€9Q und t>0

geschrieben werden.

Mit n = 1 und m = 2 erfiillt dieses System offensichtlich die Voraussetzungen (i)-(v) des
Existenzsatzes. Um (vi) zu zeigen, sei h = (hy, hy)? € R? beliebig. Wegen A > A > 0 und
14 D] > 3 gilt

hTA°h = AR3 + (1 + D)hj > cao|hl?

fiir c40 := min {A, %}
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Um (vii) zu zeigen, betrachten wir die zu unserem System gehorenden Randmatrizen

A (t,0,u) = — 0 Cl) bzw. A"(t,1,u) = 0 Ol :
Clu) E(u)g Clu) E(u)g

Es gilt det (A (¢, z,u)) = £C?(u) # 0 fiir z € 9 und somit ist A” auf I invertierbar. Fiir

_ Bl 1
die Inverse (A¥(t,z,u)) " =+ ( 012(“) C(()“)> und beliebiges h = (hy, ha)T € R? gilt
C(u)

2

1
o

()P = ‘(‘%’“*(‘1””)

1 Eq Eq\* 1
< Eh§+ o (h§+h§)+(§> h§+@h§
Eq Eq\® 1 )
= (5 +(@) +§>W'

Mit cqv = \/‘%| + (%)2 + 7z ist also |[(A¥)7*|ep < cav und damit (vii) gezeigt.

Fiir h = (hy, he)? € R? ist Mh = 0 #dquivalent zu h; = 0. Es ist also ker (M) = {(0,q) :
a € R}. Fir h € ker (M) ist deshalb und wegen der Randbedingung ¢ = 0 in {0,1}
hTA” (t,z,u)h = £ (2C(u)hihy + E(u)gh3) = 0 fiir € 02 und u € ker (M). Damit ist
gezeigt, dass AY(t, x,u) positiv semidefinit auf ker (M) ist.

AuBerdem kann es keinen Unterraum U C R? mit ker (M) C U und A” positiv semidefinit
auf U geben. Fiir diesen wiirde némlich dim(U) > dim (ker (M)) = 1, also U = R?, gelten.
AV ist aber offensichtlich nicht auf ganz R? positiv semidefinit. Somit ist auch (viii) gezeigt.
Es ist

M'Pu(0,) = Mug =gy  und
M'9}u(0,-) = M (A°0,-)) " (F(0,-) — B(0, -Jug — A(0,-)8yu0)

B c.
= _Z(Oa o + Z(O’ )p-

Damit und mit den Kompatibilititsbedingungen (2.13) gilt M'0%u(0,z) = 0 und
M'd}u(0,z) = 0 fiir z € {0,1}.
Satz 1.6 ist also auf unser Problem anwendbar und liefert uns ein 7" > 0 und dazu eine
eindeutige Losung u = (¢, ) € X»([0,7], J) zu (2.16)-(2.19).

O
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2.2.3 Globale Existenz

Wir betrachten das System

(2.25) A¢+ Bqg+Cyp, =0 in Rf x J,
(2.26) Cqe + @1+ Doy + Eqp, + Fg* = f in R x J,

mit der Randbedingung

(2.27) q(t,0) =¢q(t,1) =0 fir t>0

und den Anfangswerten

(2.28) q(0,z) = go(x) und ¢(0,z) = @o(z) fir zeJ

Die Koeffizientenfunktionen seien wie in Satz 2.3 definiert, wobei wir aber abkiirzend A
anstelle von A(y), D anstelle von D(q, ¢) usw. schreiben. Die rechte Seite f sei ebenfalls
wie im vorherigen Abschnitt definiert und héangt somit nur vom Ort und der Zeit ab.

Es wird hier bewiesen, dass sich die, nach Satz 1.6 existierende, lokale Losung u zu (2.25)-
(2.28) zu einer globalen Lisung fortsetzen laft!.

Dazu sei die Losung u schon auf ein maximales Existenzintervall [0, T) fortgesetzt und liege
somit in X5 ([0, 7p), J).

Wir werden zeigen, dass es ein ¢ > 0 gibt mit ||u(t)||g2 < ¢ fir alle t € [0,75). Nach Satz
1.6 gibt es dazu ein T, = T\ (c) > 0 so, dass die Losung u fiir alle ¢ € [0, 7;) mindestens auf
das Intervall [0, ¢+ T,] fortgesetzt werden kann. Daraus folgt direkt die globale Existenz der
Losung.

Wiirde u néamlich nicht global existieren, so wire Ty < oo. Fiir ¢, := Ty — %T* wiirde die
Beschréanktheit von u aber die Existenz der Losung in [0, 7y + %T*] implizieren, was ein
Widerspruch zur Maximalitat von Ty wére.

Sei

1
E() = sup (/ {P+E+qG+d +ap+d%) (s,2)de
s€[0,¢] 0
1
+/ {¢2+¢i+w?+¢§x+s@i+wit}(s,:c)dfr)
0
t 1
+/ / {PH+C+qG+d +a,+d%) (s,x)duds
0 0

t 1
+// {2+ 0]+ 0o +op+ o) (s,x)deds fir ¢ €[0,Tp).
0 0

'Wir orientieren uns dabei an [5].
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Aus der Beschranktheit von £ in [0, 7)) folgt nach Definition direkt die Beschranktheit von
lu()]|32 in [0,75) und damit die globale Existenz der Losung.

Unser erstes Ziel ist es deshalb eine obere Schranke fiir £ zu finden. Dies ist der Grund
dafiir, dass £(t) den Summanden [} fol ©*(s, z) dz ds nicht enthélt, da fiir diesen keine zei-
tunabhéngige Schranke zu erwarten ist.

Es seien auflerdem

Ry(t) = [lIF()I]3,
Ro(t) := /O £ ()22 + N1 fe(S) 20y + 1 fee(8) || L2y ds

und, wie gewohnt,

1
[uo|l7 = /0 {P+EC+E, +*+ 02 +¢2,}(0,2)da.

Aus den beiden folgenden Lemmata wird die Beschréinktheit von &£ folgen.

Lemma 2.6
Fiir alle £ > 0 gibt es ein dg > 0, so dass, falls ||uo||%= + ||| f(0)]]]3 < 63 ist,

£0)< €&

qgilt.

Lemma 2.7

Es gibt ein von u unabhingiges T' > 0, so dass, falls ||uo||%2 < 1 ist, fiir alle t € [0,Tp)

Et) < T (lluollzz + [IIF(OF) +T - Rit) + T/E(t) - Ra(t)
(2.29) Ty (\ JE() + 52(t)) LE(t)

gilt.

Um die Beweise zu Lemma 2.6 und Lemma 2.7 iibersichtlicher darzustellen, stehe I stets fiir
unterschiedliche, aber allein von den Koeffizientenfunktionen und dem Intervall J abhéngige,

Konstanten und es seien

o(t) == sup  {lg| + [qu| + @] + lol + lpe| + [0el} (s,2)  fiir ¢ €[0,Tp)
(s,x)€[0,t]xJ
und
o)== sup  Algl + g+ lol + e} (s,2)  fir te€]0,Tp).
(s,x)€[0,¢]xJ

Hierbei ist zu bemerken, dass es nach dem Sobolevschen Einbettungssatz ein allein vom
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Intervall J abhéngiges s > 0 mit

(2.30) 0*(t) < s+ sup [Ju(r)||F2
re(0,t]
und
(2.31) v(t) < s sup lu(r)| By + sup {lal + e} (rx) < s-E(1)
re(0,t] (r,z)€[0,t] xJ
gibt.

Beweis zu Lemma 2.6: Es gilt

1
£(0) = [[uo]%e + / (@Rt @+ o+ + o) (0,2)de,
0

Die Summanden des Integrals werden nun einzeln gegen ||ugl|%,, abgeschitzt. Aus Gleichung

(2.25) lesen wir
2(0,) = —@ [Blo)to + Cleo)el)

ab. Aus der Holderschen Ungleichung folgt direkt die Abschétzung

N 2 N
(2.32) <Z al) <N- Za? fir NeN und ay,..,ay € R.

i=1 i=1
Damit und mit der Beschrénktheit der Koeffizienten erhélt man

2 2 2 2 2 112
G(0,2) < —5 | B(p0)d; + C*(0) (#0)°] ()
fiir alle z € J, was nach Integration
1 1
(2.3 | #0m)ar<T [+ o2} 0o <1 fuolfy
0 0

ergibt. Analog folgt aus Gleichung (2.26)

1 1
/ ©2(0,r)dr < F/ {qfc + (qgox)Q +q*+ f2} (0, z)dz
0 0

(2.34)

IN

1 1

F/ {qi + f2} (0,z)dz + T -sup (qQ(O,x)) . / {goi + q2} (0, z)dz
0 zeJ 0

< T (lluollze + 0%(0) - luollZ + 11£(0)]172)

< T+ (lluollZre + Nuoll = + 11 (0)I72) ,

wobei hier verwendet wurde, dass nach Satz 2.3 |1 + D| > % ist und wegen (2.30)
02(0) < T+ |Juol|3 gilt.
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Ableiten der Gleichungen (2.25) und (2.26) nach z ergibt

0 = Ath + Aqgct + qu + BQm + Cmgpm + Cgomx
+E2qz + BEqeor + Eqpee + Foi® + 2F g,

beziehungsweise
(2.35) 0 = A0t + Agwr + B'0aq + By + C'0% + Copa
(2.36) fo = C'0ate + Oz + pur + (VD) upr + (VD)y 0uipr + Dt

+E'02q + Equor + Eqpes + F'o.q* + 2Fqq,.

Gleichung (2.35) liefert mit (2.33)

1 1
/ Q§t(0,w)dw§F/ {2+ @+ (as)” + (02)% + 02} (0, 2)
0 0

1 1
< r/ {wim+Q§}(0,ﬂf)dx+F@2(0)/ [P+ @+ (0,2)de
0 0
(2.37) < T (Jluollze + lluoll32)

und Gleichung (2.36) liefert mit (2.34)
! ! 2 2 2 2
/ 20,2)de < T / (2, + (@)’ + (@00 + (000" + (9ae)?} (0, 7) da
0 0

+ F/O {(%%)2 + (9027 + (90.)° + (Pepa)” + fi} (0,z) da

IN

1 1
F/ {q§x+f§}(0,af)dx+F52(0)/ {+¢2+¢2}(0,2)
0 0

+T9%(0) /0 {¢+¢2} (0,z) dz + T'5*(0) /0 ©2(0,7) dx

(2.38) < T (lluollf + lluolls + lluollz + 1 £2(0)1Z2 + lluoll 721 £ (O)II72) -

Wir leiten nun (2.25) und (2.26) nach ¢ ab und erhalten

(2.39) 0 = A+ Aqu + Big+ Bgy + Cipp + Cone
ft Ciqz + Cque + 0 + Dy + Doy
(2.40) +E1qps + Equps + Eqpa + Fiq* + 2Fqq,
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beziehungsweise
(2.41) 0 = Aog+ Age + B'oqg+ B+ C'orpr + Copyy

fo = C'vgy + Cque + o + (VD)y g + (VD) 02 + Doy
(2.42) +E'01q0: + Equor + Eqpu + F'o1q° + 2Fqq;.

Aus Gleichung (2.41) folgt zusammen mit (2.31), (2.33) und (2.38)

1 1
/ q,(0,z)dz < F/ {(0eq)” + @i + (ape)” + (0uipr)” + 2,1 (0,2) dz
0 0

IN

1 1
O (6 00T [+ e} 0
0 0

L (|luollzze + luollzzz + luollzzz + 1lfo ()17 + lluollZ11.£ (O)72)
+I ([luol72 - £(0))

IN

und schliefllich aus Gleichung (2.42) zusammen mit (2.33),(2.34),(2.37) und (2.38)

1 1
/ 02 (0,7)dr < F/ {(ge00)” + @ + (@pr)® + 0} + (apap0)?} (0, 7) da
0 0

1
2
+F/ {(%%)2 + (qpur)” + (d%00)” + (q@)* + ff} (0,2)dw
0
< T (JJuollz + lluoll 2 + lluoll%z + lluollh2)

+1 - ([luoll3z2 LF O + ol 7 L2 (01> + 1£:(0)172)
+I ([luollz2 + lluoll e + 1F(0)Z2) - £(0)

Wir gehen ohne Einschréinkung davon aus, dass dy < 1, also insbesondere [Jug||7. < 1 ist.

Damit zeigen die obigen Abschétzungen, dass es ein I' > 0 gibt, so dass

£(0) < T (Jluollz + FO)IF) + T+ (lluollz= + [11£(O)]I) £(0)
gilt. Offensichtlich gibt es zu jedem £ > 0 ein §y > 0 mit T'- 62 < % und 2T+ §2 < &, so dass
(2.43) £(0) < 2T+ ([luollz= + [[IF(O)IIF) < €

folgt und somit Lemma 2.6 bewiesen ist. U
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Beweis zu Lemma 2.7: Allgemein gilt fiir ¢ € C* ([0, Ty), L2(J))

d 1 1.2 t h 2 t
— ¢(t,r)dr = lim ¢(t+h ) q(,x)dx
dt J, h—0 J, L
1 2 B L,
— lim / Pt +hyw) —qlt + b a)alt o) +alt + hw)alt,2) = ¢*(t,7)
h—0 0 h
1 - J—
h—0 0 h h
1
(2.44) = / q(t, )q:(t, x) + q:(t, x)q(t, x) dx,
0

wobei beim Grenziibergang die Regularitdt von ¢ ausgenutzt wurde.
Seien nun A € C?*(R) und ¢ € X, ([0,Tp), J) beliebig. Dann gilt mit Behauptung B.7, dass
die Verkniipfung A o ¢ in X5 ([0,Ty), J) liegt.

Fiir diese Funktion kann deshalb, analog zu (2.44), gezeigt werden, dass

(2.45) / A(Q) Rt ) da = / [2A(0)qq: + (A(9)), @) (t,2) da

gilt. Dies werden wir in den folgenden Rechnungen haufig verwenden.
Fir ¢t € [0,7,) multiplizieren wir die Gleichungen (2.25) und (2.26) mit ¢ bzw. ¢ und

integrieren iiber (0,t) x J. So erhalten wir
t ol
/ / {Aqtq + Bg® + Ccpxq} (s,z)dxds =
t el 00 t pl
/ / {Ctup + 010+ Dorp + Eqpoo + FgPp} (s,2) deds = / / fo(s,z)dzds.
0o Jo 0o Jo

Wegen u € X, ([0,], J) € C*([0,t], L*(J)) und A € C?*(Ry) erhilt man analog zu (2.45)

t 1 1 t d 1
/ / opi(s,z)drds = —/ —/ ©*(s,z)dxds und
0o Jo 2 Jy dt J,
t 1 1 t d 1 t 11
// Aqq(s,x)dxds = —/ —/ AqQ(s,x)dxds—// — A% (s, 7) dw ds.
0o Jo 2 0 dt 0 o Jo 2

Nach partieller Integration unter Beriicksichtigung der Randbedingungen ergibt sich aufler-

//C'gozq—i-qmgo )(s,z)drds = — //Cmgoqsxdxds— // V' oe0q(s, x) dx ds,
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womit wir durch Addition der ersten beiden Gleichungen

1 t el
%/ {A¢® + ¢} (t,2) dx—i—/ / Bq¢?(s,z)dx dt
0 . oJo
— —/ {Aq2—|—g02}(0,:c)dx+//ﬂp(s,x)dxds
2 /o 0o Jo
t 1 1 . ,
(2.46) +// {5(14) 01q> — Do + (O) %s@q—Eqs@xw—qusO}(S,x)dxds
0o Jo
1 ¢ el
v g @@t [ [ Ifel(sa)deds
0 0o Jo

t 1
+ F// {le:@| + | Dprp| + |d* 0] + |apap|} (s,2) dzds
0 0

IN

(*g) U luollzz + v(t)Ra(t) + T (v(t) +0%(t)) - E(t)  fiir t € [0,Ty).

erhalten. Hierbei wurde fiir die erste Abschétzung die Beschrénktheit der Koeffizienten und
deren Ableitungen ausgenutzt.

Es wird nun an vier Termen beispielhaft demonstriert, wie die Ungleichung (*) zustande-
kommt. Die meisten noch folgenden Abschitzungen kénnen mit analoger Argumentation

begriindet werden.

/Ot/01|@t92|(8,x)dxdsS(Msup (|%0t(5afﬂ)|)-/Ot/olq%s,x)dxdsgv(t).g(t)

)e[0,t]x J

Mit der Ungleichung

1 2
(2.47) lab] < 3 (% + Ebz) fir a,beR,e>0

gilt insbesondere fiir ¢ = 1

/Ot /01 qp20| (s, ) dz ds < v(t) - /Ot /01 %{q2 + @2}(s, ) deds < Tw(t) - £(2).

Dabei ist zu beachten, dass der Term fot fol ©*(s, z) dx ds nicht direkt gegen £(t) abgeschiitzt
werden kann. Fiir die gewiinschte Art von Abschitzung muss statt dessen |p(s,x)|, wie
oben, stets gegen v(t) abgeschitzt werden. Aulerdem sei erwéhnt, dass auf obige Weise nur
Terme, die aus mindestens drei Faktoren bestehen, abgeschéitzt werden koénnen. Fiir den
Term fot fol |Dpio|(s,x) drds bendtigen wir deshalb Eigenschaft (vii) in Satz 2.3, die uns
ein K > 0 liefert mit |D(q, »)| < Kq?. Damit ist

t el t el
/ / |Dpp|(s, ) drds < K/ / |2 00| (s, x) deds < Tw(t) - ().
0 Jo 0 Jo
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Mit der Holderschen Ungleichung gilt

/ot /01 |fel(s,z) dzds < v(t) /Ot 1f($)l[Lr(y ds

ot) [ 1z ds < v(ORa(0)

Die linke Seite von (2.46) kann durch

1 1 t 1
5/ {A¢@ + ¢*} (t,2) d:l:+/ / Bq*(s,x) dz dt
0 0 Jo

1 [t t pl
=z 5/ {A92+¢2}(t,af)dx+/ / Bg?(s,z) dz dt
0 o Jo

> min{A, B, 1} - (%/01{q2+g02}(t,m)dx—i—/ot/oqu(s,x)dxdt)

abgeschétzt werden, was insgesamt

(2.48) /{q +<,0}txdas+// (s,z)dzdt

< T Juollze +v(@)Ra(t) + T (v(t) +v*(1)) - £(2)

fir t € [0, Tp) beweist.

Wir multiplizieren nun (2.39) und (2.40) mit ¢ bzw. ¢;, addieren beide Gleichungen und
integrieren anschliefend iiber J und [0, t].

Aufgrund der Regularititen v, € C' ([0,¢], L*(J)) und A(p) € C*([0,t], L*(J)) gelten zu
(2.45) analoge Gleichungen.

Damit und mit fot fol Cooiqi(s, z)dods = —fot fol {C0uqi + Cqupr} (s, ) drds erhalten

wir
1 1 t 1
5/ {Ag} + i} (t,x)dwr/ / Bgj (s, z) dz ds
0 0 0
1 1 t 1 1
5/ {Aqf + gof} (0,2)dx — / / {§Atqt2 + Biqq; + thmgot} (s,z)dzds
0 0o Jo
t 1
(249) - / / {Cro2a: — Coprar + Do} + Douspr + Erqpaor + Equoapr ) (s,2) dzds
0o Jo

t 1 t 1
—/ / {Eqpuer + B ¢r + 2Fqqups } (s, ) da ds +/ / frpe(s, ) da ds.
0 0 0 0

Die Abschétzungen (2.33) und (2.34) beweisen mit der Voraussetzung |luol|3,. < 1, dass

1 1
3 | (A + ¢} 0.2)de < T (ol + 1FOIE:)

gilt.
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Die iibrigen Terme der rechten Seite von (2.49) kénnen analog zu den obigen Beispielen
problemlos abgeschiitzt werden, da,, [ [ ¢*“ nicht auftritt und auBer fot fol Doypi(s, ) drds
alle Summanden aus mindestens drei Faktoren bestehen, wobei darauf hingewiesen sei, dass
Ay fiir (A(p)), = A'(@)pr, Dy fiir (D(g, 9)), = (VD) ¢ + (VD), ¢; usw. steht.

Um f(f fol Dywpi(s, ) de ds abzuschétzen, nutzen wir wieder Eigenschaft (vii) in Satz 2.3
aus.

Somit folgt aus (2.49)

(2.50) / {a@t + o7} (tx)dz + qf (s,z)dzds
0
< T (Jluollzz + 10 |iz) +u(t)Ra(t) + T (v(t) +0*(1)) - £(1).
Aus den Gleichungen (2.25) und (2.26) folgt mit (2.32)
pr <T@ +¢°)

und
¢ <T(p? + @2+ q* + ),

und daraus mit Hilfe von (2.48) und (2.50)

(2.51) /(pxtx dx—i—/ / ©2(s,x)drds
0

F - (luolZe + [1F(O0)[22) + v(t) Ra(t) + T (u(t) + v(1)) - £(2)
und
(2.52) / 2t 7)de < T (JuollZe + 117 (0)122)

©OT @)+ oD Ra(t) + T (0(t) + 03(1)) - E(1)

fiir alle ¢ € [0, Tp).
Die bisherigen Ergebnisse, d.h. (2.48), (2.50), (2.51) und (2.52), ergeben zusammengefaft
fir t € [0,Tp) die folgende Abschétzung:

/O {q2+qt2+q§+g02+gof+gai}(t,a;)dx+/Ot/o {+aqt+¢2} (s,2)dzds
(253) < I'- (HUUH%TQ + Hf(O)H%z) + Tl f®)]32 +v(t)Ra(t) + T (v(t) +v (t)) -E(t).
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Behauptung 2.8
Fiir Losungen (q,¢) € X2 ([0,T0),J) zu (2.25)-(2.28) gilt

/ {Agi + (1 + D)y} (¢, 2) dz + /t /1 Bq(s,x)dx ds
= / {AQtt +(1+ D) gott} (0, ) dm——/ / {Atqtt+DtS0tt} s,7)dz ds
(2.54) - /0 /0 {Buaqu + 2Biqiqu + Auqiqie + Duprpn ) (s, ) deds
N /0 /01 {Eugpron + 2E0q1patpu + 2E1qParpu + Equiprpu} (s, ) deds
- /ot /o1 2Eaerpn + Cuprtin + 2C10atqu + Cutatpre + 2Ciqnpun} (s, ) dw ds

t 1
- / / {Fud®eu + 4Fqqupu + 2F G o + 2F qquipn } (s, ¢) da ds
o Jo

t 1 1 1 t 1
+/ / {Cxqtt%t - §Exqs0?t + EEQxSO?t} (s,7)dzds + / / frepu(s, ) do ds
0 0 0 0

fir alle t € [0,Tp).

Beweis: Formal konnte man (2.54) analog zu den Gleichungen in (2.46) und (2.49) erhal-
ten. Dabei wiirden aber ,nichtexistierende* dritte Ableitungen der Funktionen ¢ und ¢ in
der Rechnung auftreten. Deshalb wird (2.54) hier mittels Approximation durch Differenzen-
quotienten bewiesen.

Dazu definieren wir zu h € (0,Tp) einen Differenzenoperator A, durch
[Apw](t,7) = w(t + b, z) - w(t, )

fiir Funktionen w : [0,7p) x 2 — R und (t,z) € [0,Ty — h) x Q.

Wir wenden A, auf (2.39) und (2.40) an, multiplizieren die erhaltenen Gleichungen mit
Apq; bzw. Apps und addieren sie.

Anschlieflend integrieren wir iiber [0,¢] x J, fithren einige partielle Integrationen durch,
a5, bilden den Grenzwert h — 0 und erhalten so (2.54).
Diese Methode angewandt auf die Summanden der Gleichungen (2.39) und (2.40), die in
C ([0, T), L*(J)) liegen, liefert das Integral iiber die L*-Ableitung dieser Funktionen. Um

solche Terme miissen wir uns daher keine Gedanken machen. Problematisch sind die nicht

multiplizieren die Gleichung mit

differenzierbaren Summanden Agqy, (1 4+ D)y, Eqpai, Cpre und Cgyy.

Zur besseren Ubersicht schreiben wir in den folgenden Rechnungen w! anstelle von w(t, x)
und w' anstelle von w(t + h, x).

Fiir die problematischen Summanden werden nun die notwendigen Rechenschritte einzeln

vorgefiihrt.
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/ / Ay (A%¢E) Ap(gf) dzds = / / (A%q;, — Aq)) (¢ — ) dads

= / / — AM)gs + A" (g = ¢))) (@7 — @) dads

= //AS" (g, — @) (af — ") + ASh( — ¢’ deds
// Lash (g — )2 — (45— A (¢f — )¢5, do s

und, da ¢; € C' ([0, Ty), L*(J)) und A € C*(Ry) ist, erhiilt man analog zu (2.45) auBerdem
/ [ A = ) G- )+ 5 - )’ dns
1
— s Ath —AOh 0h
/ dt/ “dadt = 2/0 ( qt) ( —q ) dx

2/ AN, (g ) — A%A, (qt) daz.
0

Zusammengesetzt ergeben diese beiden Gleichungen

s s 1 Ah (q) Ah (q0)2
}lg%ﬁ/ / Ap (A Ah(%)dxds_hﬂ%Q ; Ath h; AOhh—;dx

_lim/ / AshAh Qt CAn (AT An(g)

lim N h gy, drds

1 1 IR
= —/ Agi(t, ) do — —/ Ag(0,z) dz + —/ / Asqi (s, ) de ds,
2.Jo 2.Jo 2Jo Jo

wobei beim Grenziibergang augenutzt wurde, dass nach Behauptung B.7 A

= Alp) €
C ([0, Tp), L2(J)) und ¢ € C2 ([0, Ty), L2(.J)) gilt.

Der Summand (1 4+ D)y kann vollig analog behandelt werden.
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Eqpa:
Es gilt mit partieller Integration unter Beriicksichtigung der Randbedingung

/ A (B'q y) A () da
= [ B g B () (o ol o
1
_ / Et t Eth th ‘th (9‘% . Spih) do — %/ (Ethqth)m ((pi . Soih)Q de.
0

Damit ist

1 [ ' L
lim h_/ An(E'q' o) A (QOD dr = / {(EQ)tQ%tQDtt - é(EQ)x@ft} (t,z)dz.
0

h—0 h?

Cre und Cgyy:
Auch hier liefert partielle Integration

1 1
[ an(@d) autardr= [ (€= ") oo+ € (ot = o)) (at — ) o
0 0
1
= [ (E M) ) + 50 (o - ) (af - ) do
0

;/OC”L( — ") (g — ¢") + C" (¢r — o) (¢ — @i) da.

Analog erhilt man eine entsprechende Umformung fiir fol A (C'gE,) Ay (ph) dx, was zusam-

men
[ 80000 a0 a) + 20 (C'a) B0 (41
= [0 (ol )+ e - ) i
/0 Cit (gt — ¢t) (gt — gi") da
und damit
s [ 80 (C) 80 () + 80 (') A () o

= / {Cy (purqur + Qurpr) — Cotprqu} (t, ) do
0

ergibt.
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Mit diesen Nebenrechnungen folgt (2.54) aus der ,,Gleichung*

lim % (An ((2:39)) - Ay () + Ay ((2.40)) - Ay (1)) -

h—0

O

Unter der Voraussetzung, dass ||ug|[z2 < 1 ist, folgt aus (2.54) mit (2.43) und den iiblichen
Abschéatzungen

/0 {tht‘f’SO?t} (t,z) d$+/0 /0 ¢ (s,x)drds
< /0 /0 frupn(s,z)deds + T - (Huomp—i_mﬂo”m)+F(U(t)+v2(t)+v3(t)) LE(b).

Mit der Holderschen Ungleichung gilt

/0 / fupu(s, 7) de ds < / el 22 pue()l] e dls
< sup (louls)llze) - / i)z ds < VE® - Ralt).

s€0,t]

Zusammen mit (2.53) ergibt sich

/O {0+ 0 + a5+ @2+ 0"+ 9] + 9 + 90} (1 2) do
(2.55) +/0 /0 {0 +a + i+ ¢} (s.2)duds T (Juollze + [[1£(0)][17)
T 1F )3 + (v(t) + VED) - Bolt) + T (0(t) +v2(1) + 07(1)) - £(2),

Nun 16sen wir (2.41) nach ¢,; und (2.42) nach ¢, auf, quadrieren beide Gleichung und
erhalten mit (2.32)

02, <T(q; +a@ + Gio; + pf + 9207

und
Gz < T (00 + G} + 6/ 6E + ) + o + Gon + Conel + Caf + el + 7).
Analog zu fritheren Abschétzungen ergibt dies mit Hilfe von (2.55)

(2.56) / 2, (t,x) da + / / 2 (s,2) deds < T (JuollZe + [/ O)]112)
T F O + (0) + VED) - Balt) + T (u(t) + 03() + (1)) - E(1)
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und
(2.57) /01Q§t(t7 z)da < T (fluollf= + [IIFOF) +T - (IfFOI72 + [ f:(0)1Z2)
+ (v(t) + \/%) CRo(t) + T (0t) + v2(t) + 03 () + v*(1)) - £(1).
fiir t € [0,T). Aus den Gleichungen (2.35) und (2.36) erhdlt man, wie oben,
0o ST (0 + 904 + doy + 024" + 43
und
Goo ST (9202 + 02 + G} + 0007 + 000 + 305 + i, + 020" + 6+ )
und damit
(2.58) /01 ot x)de < T (fluollf + IFO)F) +T - (NFOIl72 + [ £)]172)
+ (0(0) + VED) - Balt) +T (0(t) + 0%(1) + (1) + (1)) - £()
und

/qmtxdx%—//qmsxdxds
0

(2.59) L - (lluollZ + FOT) +T - (IF @72 + 1 f(0)]172)
+(m )+ VE( t)-th T (u(t) + 02() +03(t) + v (t)) - £(8).

Wir fassen die Gleichungen (2.55)-(2.59) zusammen und erhalten

1
/ (CPH+@G+a4+C+ G+ T+ 0"+ 0]+ + 2+ 02+ @2 Ha t) da
0

t 1
+/ / {@+ @ + a5+ @o+ 02+ 02}z, 5)dzds
0 0

(2.60) < T (luoliZe + IIFO)IE) + T By() + (o) + VED) - By
+T (v(t) +0*(1)) - E(t)  fiir ¢t €[0,Tp).

Im letzten Schritt wurde dabei die einfach zu beweisende Ungleichung o? + o < 2o + o*
fiir & > 0 verwendet.

Nun fehlen nur noch Abschétzungen fiir

t 1
/ / {C+a+ i+ 92+ 0} (s,2) deds.
0 0
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Partielle Integration unter Beriicksichtigung der Randwerte liefert mit (2.60)

//qxsxdde— //qqmsxdxds
< //{q +q2,} (s,2)dzds

2610 < T (Juolle + IFONR) + T Falt) + (o00) + VED) - R
+T (v(t) + 0 (1)) - E(¢).

Indem man zuerst beziiglich x und anschlieSend beziiglich t partiell integriert, erhélt man
fiir glatte Funktionen ¢ mit ¢;(+,0) = ¢;(-,1) =0

//gb (s,z)dxds

1 1
(262) = /0 /0 brabu(5,7) da ds — /0 Dubran(t, 7) A + /0 D162 (0,7) 1

Hierbei tritt im Zwischenschritt der Term — fot fol Gt Puet (s, ) dz ds auf.

Obwohl dritte Ableitungen der Losung ¢ im Allgemeinen nicht existieren, gilt (2.62) auch
fiir q.

Dies kann man beweisen, indem man das System (2.25)-(2.26) durch Systeme S,, mit glat-
ten Koeffizienten approximiert, so dass die Regularitiat der entsprechenden Loésungen ¢"
ausreicht, um fiir diese die Gleichheit (2.62) zu zeigen. Man versucht dann zu beweisen,
dass diese Losungen ¢™ in einer passenden Topologie gegen g konvergieren, so dass sich
(2.62) von ¢" auf g iibertréagt.

Dies zu zeigen, wiirde an dieser Stelle allerdings zu weit fiithren, so dass wir ohne Beweis
davon ausgehen, dass (2.62) fiir ¢ gilt.

Wir erhalten

t 1
/ / ¢, (s,x)dzds
0 0
t 1 1 1
= / / erq#<57 ZL') drds — / thIm(t7 l’) dz + / thIz(Ov ZL') dz
0 0 0 0

1 t 1
< 5[ [ @) o
2 0 0

I I
+§/ {qf+q§m}(0,x)dx+§/ {+ ¢} to)de  fir te€[0,Tp).
0 0
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Mit (2.33) und (2.60) folgt daraus

(2.63) / / (5, 2) dwds < T (lu %z + 1 O)]12)
AT Ry(t) + (v(t) + \/E(t)) CRy(t) + T (v(t) + 0 (1)) - £(1),

Wir 16sen nun (2.26) nach ¢y, (2.35) nach ¢,, und (2.42) nach ¢ auf. So erhalten wir mit
(2.32)

o <T(2+ Pl +q" + ),
02 SU(@ + @&+ a0+ o+ ¢))
und

o ST (@ + CF; + G107 + 0 + oo + 0% + Coie; + ap + q'e; + 7)),

woraus mit (2.60), (2.61), (2.63) und den Ungleichungen
?+ad<2a+a* und o <a+a’ fir a>0

die Abschéitzung

t 1
/0 / P25, ) + (s, 1) + (s, 0) dads < T (JluglZp + 11F(O)]]2)

AT Ry(t) + (v(t) + 5<t)) CRy(t) + T (v(t) + 04 (1)) - £(),

folgt.
Damit haben wir gezeigt, dass fiir alle t € [0, Tp)

) < T (lluollf + [IFOIF) +T - Ra(t) + (v(t) + vﬁ(t)) - Ro(1)
+T (v(t) +v*(1)) - E(t)

"0 (ol + IO + T Ralt) + TVER - Rolt

+T (\/%)w?(t)) LE(t)

gilt, womit Lemma 2.7 bewiesen ist. 0

Lemma 2.9
Es gibt ein 6 > 0, so dass |[u(-)||g2() in [0,Ty) beschrinkt ist, falls |uol|F2 + ]| f(0)]]3 < 62
gilt.

Zu jedem € > 0 kann § insbesondere so gewdhlt werden, dass ||ul|cogomy)x.) < € gilt.
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Beweis: Ohne Einschrankung sei 6 < 1. Dann ist Lemma 2.7 anwendbar und liefert ein
[ > 0, so dass (2.29) gilt.
Zu diesem I' wihlen wir ein £ > 0 mit

_ — o 1

P(Ve+er) <
Sei € > 0 beliebig. Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz gibt es ein s > 0, so dass fiir
alle w € H?(J) die Abschétzung ||w|cos) < sllw| gy gilt.

Ohne Einschrinkung gelte mit diesem s fiir £ zusétzlich

2

(2.64) E<

Clawl ™

Lemma 2.6 liefert zu € ein dy > 0, so dass fiir ||ug||%2 + ||| f(0)]]|? < &3
(2.65) E00) <&

gilt. Sei 0 < § < min{dy, 1} mit ['§? < %c‘f und die Anfangsdaten so, dass |lug||%. +
1[£(0)]]|? < 6% und damit
T ([[uollze + IIFO)]F) < €

_ @ VE

gilt. Auflerdem seien 0 :=
(2.15) an die rechte Seite

, womit aus den Forderungen (2.14) und

fiir alle ¢t > 0 folgt.

Annahme: Es gibt ein t; € [0, Tp) mit E(¢;) > £.
Da g und ¢ in X5 ([0,T}), J) liegen, ist & stetig. Wir finden also wegen (2.65) und dem
Zwischenwertsatz ein ty € (0,¢;) mit E(ty) = &.
Mit (2.29) ist dann aber

E(ty) <

<

T.
15+15+18+F<\/E+52>-8<
- 8 '8 '8 =

was im Widerspruch zu &(t;) = € steht.

Es gilt deshalb
[u®)[ 2y < E() <€ fiiralle ¢ €[0,Tp).

Nach Wahl € ist auBerdem ||u(t,-)||é0(J) < 32||u(t,-)||%,1(J) < $2E(t) < s2E < &2 fiir alle
t € [0,7p) und somit Lemma 2.9 bewiesen. O
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Sei also ¢ klein genug und ||u0||§{2(J) + [||£(0)]]|3 < 6% Dann folgt mit Lemma 2.9 und den
Uberlegungen auf Seite 22 die globale Existenz der Losung u = (g, ¢) zu (2.25)-(2.28) und

es gilt u € X5 (R, J).

Ohne Einschrénkung sei 6 so, dass mit Lemma 2.9 [Jufco < 3¢ gilt.

Damit ist das zu u gehorende Paar (q,6) = (g, ¢ +6) im homogenen Fall eine globale Losung
u (2.1)-(2.3) und (2.6) und besitzt die in Satz 2.1 (i) geforderte Regularitét.

Im inhomogenen Fall 16st (¢, ) das entsprechende Problem zu den Gleichungen (2.11) und
(2.12) und besitzt die in Satz 2.2 (i) geforderte Regularitét.

Da¢ € (0,0) ist, gilt auBerdem 6(z, t) = ¢(z,t)+6 > —1£+6 > 0 und damit die Eigenschaft

(ii) im homogenen und inhomogenen Fall.

2.2.4 Konvergenzverhalten der Losung

Bei der Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Losung nutzen wir die in [5], Seite
287/288, gegebenen Hinweise.

Sei die Funktion I : Ry — Rg definiert durch I(¢ fo (t,x)dz.

(2.44) zeigt, dass I stetig differenzierbar ist mit ] ! fo 2qq(t, x) dz.

Aus der Beschréinktheit von £ folgt insbesondere

1
/ / (t,x) da:dt—irsup/ {q2+qt2}(t,a:)da:<oo

>0

und damit

(2.66) /00 It)dt <oo  und sup|l'(t)|=M
0 >0

fir ein 0 < M < oo.

Annahme: I konvergiert fiir ¢ — oo nicht gegen 0.

Dies bedeutet, dass es ein € > 0 gibt, so dass es zu jedem £, > 0 ein t > t; gibt mit
I(t) > e.
Es gibt somit eine Folge (t,), C Ry mit
€
tnyr >ty + YV und I(t,) >¢e firalle nelN.

Sei 0 < 0 < 55;. Dann gilt

tn+0 1
I(t, +6) = / I A+ 1(t) > ~M§+e > g
tn
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Da I nichtnegativ ist, folgt daraus

tn nol etitoSy Lt 2
/0 [(t)dtZ;/ti [(t)dt>i:12—~§:(n—1)m—>oo fir n — oo.

Dies steht im Widerspruch zu (2.66).
Es gilt also
Jim lo(t) ) = Jim 1) =0,
Vollg analog zeigt man

Tim [(0) B2y = T lga(t) 320y = Jim [l (8)[30s) = Jim lpe(®]32(s) = 0,

womit Eigenschaft (v) in Satz 2.1 und Satz 2.2 gezeigt ist.
Der Sobolevsche Einbettungssatz liefert limy .. ||q(Z)||coy < s - limy—oo [|¢()|| a1y = O,
womit die Eigenschaft (iv) in den Sitzen 2.1 und 2.2 gezeigt ist.

Um die Konvergenz von 6 zu beweisen zeigen wir zuerst:

Behauptung 2.10
Sei (t,), C RT eine Folge mit t, — oo fiir n — co. Falls die Folge (0 (t,,0)), konvergiert,
so konvergiert (0 (t,,x)), fir alle x € J und es gilt

lim 6 (t,,0) = lim 6 (¢,,x) fir alle z € J.
Beweis: Sei (t,), C R* eine Folge mit ¢, — oo fiir n — oo und 6, > 0 so, dass

0(t,,0) — 0, fir n — oc.

Wir wollen zeigen, dass 6(t,,x) — 0, fiir alle z € J gilt. Sei dazu x € J beliebig. Dann ist
wegen 0(t,-) € C1(J)

0(t,z) = / 0s(t,s)ds + 6(t,0) fiir alle ¢ > 0.
0

Weiter gilt mit der Holderschen Ungleichung und Satz 2.2 (v)

/ 0s(t,s)ds
0

lim O(t,,z) = lim 6(t,,0) = 0,.

n— o0 k—o0

lim

t—o0

< Jim [[0.(t)]] > = 0.

Zusammen ergibt dies
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Wir verwenden nun die in (0.3) beschriebene Energicfunktion e(q,0) = eq() + a(0)q>.

Behauptung 2.11
Falls lim;_, o fo fo r(s,z)dzds = 0 gilt, so gibt es genau ein 0, > 0 mit

(2.67) e (3.) = /0 {eo(60) +a(0) &) () du.

mit (t,), C RT

Insbesondere konvergiert unter dieser Voraussetzung jede Folge (0 (t,,-)) .

n

und t,, — oo fiir n — oo gegen 0,.

K(t) = /Ole(q,e)(t,x)dx—/Ot/olr-gzgg(s,x)dxds.

Beweis: Sei

Fir K gilt

%K(t) = /O%{60(9)+a(0)q2}(t,x)dx—/o r.czggg(t,x)dx
(2.68) _ —/lqm(t,x)dx:().

Hierbei wurden fiir die zweite Gleichheit die Gleichung (2.12) und fiir die dritte die Rand-
bedingungen verwendet. Gleichung (2.68) zeigt, dass K konstant ist, d.h. dass fiir alle ¢ > 0
gilt:

K= K0 = [ {eo(60) + a(60) i} (0} da

Sei nun (¢,), C R* eine Folge mit ¢, — oo fiir n — oo.

Wegen (2.21) ist die Menge {y € R™ : y = 6(t,x) fiir (¢,x) € R§ x J} in R beschrénkt,
so dass die Folge (0 (t,,0)),, eine konvergente Teilfolge besitzt, die ebenfalls (0 (¢,,0)),, ge-
nannt wird.

Sei 6, > 0 der Grenzwert dieser Folge.

Mit Behauptung 2.10 und dem schon bewiesenen Konvergenzverhalten von ¢ folgt daraus,
dass (q(tn, ), 0(tn, ")) fiir n — oo gleichm#Big in J gegen (0,6,) konvergiert.

Gilt nun lim;_, fo fo s,x)drds = 0, so gilt aufgrund der Stetigkeit von ¢y und der Be-

schranktheit von 6 auch

t pl
0
lim/ / r'CO(f)(s,x)dxds
t—o Jo Jo co(0
< sup 0( thm/ / r(s,x)dxds

(s,2)ERY xJ CO

=0
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und damit

/0 {60 (6o) + a(0o) qg} (x)dx = K(0) = lim K(t,)

n—oo

= /0 lim {eg(0(tn, z)) + a(b(tn, 2))q*(tp, 2)} dz — lim /On/o r- CO(@ (s,z)dzds

n—00 n—00 Co (6)

_ /0{60(5*)+o} dz = eo(8.).

Wegen (0.4) ist (eg)’ = ¢y > 0. Die Funktion eq ist also streng monoton wachsend und somit
injektiv. Es kann daher hochstens ein 6, geben, das (2.67) erfiillt.

Insbesondere ist damit auch gezeigt, dass 6, der einzige mogliche Grenzwert aller Folgen der
Form (0 (t,,-))
aufgrund der Beschrénktheit von # und Behauptung 2.10 einen Hiufungspunkt besitzt, ist

., mit (t,), € R* und ¢, — oo fiir n — oo ist. Da aber jede dieser Folgen

die Behauptung 2.11 damit bewiesen. 0

Aus Behauptung 2.11 folgt direkt Eigenschaft (iii) in Satz 2.1 und Satz 2.2.

Beide Satze sind damit bewiesen.
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2.3 Rinder mit konstanter Temperatur

Wir untersuchen nun das Anfangsrandwertproblem (2.1)-(2.3) und (2.7) fiir ein > 0.

Satz 2.12
Es gelte (2.4),(2.5), J = (0,1) und es seien r € H* (R§ x J) und

Ri(t) = [[lr@)IIIT und  Ro(t) := [Ir() 17200y + Ire@l ) + el 720

firt <0.
Dann findet man ein 6 > 0 und Konstanten 3,~v > 0, so dass gilt:
Falls die Anfangsdaten (qo,0y) die Bedingungen

o, 6o € HQ(J);

10) = 225400 [(0) + X(D)(0)] = r(0.0)
= o0~ 2000) o) + 2@ )] = r0.1) =,
und
(2.69) lgol[%2 + [|60 — 8] + Ri(0) < 62

erfiillen und fiir die rechte Seite r

(2.70) sup Ry (t) < %(52 und

t>0

t
1
(2.71) sup/ "D Ry(s)ds < 5(52
0

t>0

gilt, besitzt das Anfangsrandwertproblem (2.1)-(2.3) und (2.7) eine eindeutige Losung (q,0)
mit folgenden Figenschaften:

(i) ¢.0 € Xa(Rg, J)

(ii) O(t,z) > 0 fiir alle (t,x) € Ry x J
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(iii) Fir allet >0 gilt

la®)l3= + [[06) = 6]
< B (llaoll3 + (160 — Ol + Fa(0)) + G / &7 Ra(r) dr + BRa 1)
0

< 8 (Jlaoll7e + 1100 = Olf30 + Fa(0)) + 5.

(iv) Falls die rechte Seite r

t

(2.72) lim Ry (t) = lim [ " Y Ry(s)ds =0

t—o00 t—o00 0

erfillt, so gilt

: =112

lim (1la(®) 7 + [[6() = ][5 ) = 0.
Auflerdem konvergieren q(t,-), q(t,-), q.(t,-), 0:(t,-) und 0.(t,-) gleichmdflig in J
gegen 0 und 0(t,-) konvergiert gleichmdafig in J gegen 0 fiir t — oo.

(v) Falls es Konstanten (31, B2,71,72 > 0 gibt, so dass die rechte Seite r
t

(2.73) Ri(t) < Bre ™" und / YD Ry(s)ds < Boe 72!
0

erfillt, gibt es ein vy > 0 mait

la(Ol3 + [|0() — 8]
< e (llgol3s + 1180 — Oz + Ba(0) + 81 + 52)

Der Gleichgewichtszustand (O, é) ist somit stabil, falls die rechte Seite klein genug ist.

Gilt fiir die rechte Seite zusétzlich (2.72), ist (0,6) asymptotisch stabil und, falls (2.73)
erfiillt ist, sogar exponentiell stabil.

Insbesondere ist der Zustand (O, é) also fiir homogene Systeme exponentiell stabil.

Satz 2.12 wird in den folgenden vier Abschnitten, 2.3.1-2.3.4, bewiesen.

2.3.1 Transformation des Systems

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 2.2.1 konstruieren wir ein neues Anfangsrandwertpro-
blem, das in einer Umgebung von (0,6) zu (2.1)-(2.3) und (2.7) dquivalent ist. Auch dieses
System wird die Voraussetzungen des Existenzsatzes 1.6 erfiillen, so dass wir eine eindeutige
lokale Losung mit gewiinschter Regularitéit erhalten.

Wir teilen Gleichung (2.1) durch yx(6) und verwenden wie im vorherigen Abschnitt die Glei-

chung (2.10) als zweite Systemgleichung. Diese wird hier im Unterschied zur Transformation
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in 2.2.1 nicht durch die Koeffizientenfunktion ¢y geteilt. Dadurch wird vermieden, dass die
rechte Seite des neuen Systems von # abhéngt.

So erhalten wir als neues System

7(0) 1

x(0) " x(0)

—— —~—

=A(0) =B(0)

—2a(0) —2a(0)x(0)
/ 2 2 _
qg;—i—\(co(ﬁ)—l;a(Q)q )10t+ ) q° + -(0) g0, = r

=H(q,0) > >

=F(0) =E(0)

Es gelten auch hier aufgrund der Regularitéit der urspriinglichen Koeffizienten (2.4) und

wegen (2.5) zu Satz 2.3 analoge Aussagen.

Satz 2.13
Es gibt ein & € (0,0) und Funktionen A, B,E,F : R — R und H : R? — R mit:

(iii) H € C%(R?)
(iv) H(n,¥) = H(n," +0) firn, € (=¢,2)

(v) Es gibt A, B und H € R mit A(¢) > A >0, B(¥)) > B >0 und H(n,v) > H >0
firy,n e R.

Mit solchen Funktionen A, B, E, F und H als neue Koeffizientenfunktionen und mit der

Verschiebung

o=60-0
ergibt sich hier als neues System:
(2.74) A(p)ar + B(p)q + ¢ =0 in Ry x J,
(2.75) Go + H(q, 0)p0 + E()aps + F(p)g* =7 in R§ x J,
(2.76) ©(t,0) = p(t,1) =0 fir t>0,
(2.77) 4(0,7) = qo(), ¢(0,2) = po(x) = Op(x) — 0 fir x€J

Bemerkung 2.4 gilt hier entsprechend, und zwar im homogenen und im inhomogenen Fall.

Da wir auch fiir dieses System eine zu (2.20) analoge Aussage zeigen werden, konnen somit
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die Ergebnisse zu Losungen von (2.74)-(2.77) auf die Losungen zu (2.1)-(2.3) und (2.7)

iibertragen werden.

2.3.2 Lokale Lésung

Behauptung 2.14
Es gibt ein T > 0 so, dass die Anfangsrandwertaufgabe (2.74)-(2.77) in [0, T) eine eindeutige
Lésung (q,¢) € X*([0,T],J) besitzt.

Beweis: Mit den Bezeichnungen

o [ Alu) 0 1, (0 1
Alw) = < 0 H(u)) A= (1 E(u)q) 7

[ B(u) 0 (0 B
B(u) = (F(u)q O>7 F = (7’) und M—(O 1)

kann der Beweis dieser Behauptung voéllig analog zum Beweis der Behauptung 2.5 durch-

gefithrt werden und wird deshalb nicht mehr vorgefiihrt. 0

2.3.3 Globale Existenz

Wir werden zeigen, dass sich die nach Behauptung 2.14 existierende lokale Losung u = (g, )
zu (2.74)-(2.77) zu einer globalen Losung fortsetzen 1afit.

Dazu gehen wir, wie im Fall isolierter Réander, davon aus, dass u schon auf ein maximales
Existenzintervall [0, Tp) fortgesetzt ist und somit in X?([0,Tp), J) liegt.

Wir werden zeigen, dass fiir gewisse Losungen u die Norm ||u(-)|| g2(sy in [0, Tp) beschrénkt
ist.

Die auf Seite 22 vorgefiihrte Argumentation gilt auch in diesem Fall und es folgt damit aus

der Beschrianktheit von u die globale Fortsetzbarkeit.
Wir definieren zu Losungen u die Energie E durch
I Ny
E(t) := 5/ {A(@P+qG +ap) +H(Q*+6] +¢p)} (ta)de  fiir t€[0,Tp).
0

Unser erstes Ziel ist es, zu E ein Lyapunov-Funktional F zu finden?, so dass gilt:

(i) Es gibt von u unabhéngige Konstanten k;, ks > 0 mit

kiE(t) < F(t) < koE(t) fir alle t € 0,Tp).

2Dabei orientieren wir uns an [19].
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(ii) Es gibt ein von w unabhéngiges v > 0 mit

%F(t) < —v-F(t) fir alle ¢t € 0,Tp).

Fiir ein solches Funktional F' gilt wegen (ii) und der Gronwallschen Ungleichung in Satz 1.4
die Abschitzung F(t) < F(0) - e 7 fiir t € [0,Tp). Mit (i) folgt daraus E(t) < %E(O) e
fur t € [0, Tp).

Mit Hilfe dieser Abschiatzung wird es uns moglich sein, unter der Voraussetzung, dass die
Anfangsdaten ug klein genug sind, die Beschrénktheit der Losung zu beweisen.

Wie in den Beweisen des vorherigen Abschnittes stehe I' auch hier fiir unterschiedliche,
allein von den Koeffizientenfunktionen und dem Intervall J abhéngige, Konstanten.

Zur iibersichtlicheren Darstellung sei
aft) :=sup {lg(t)| + |a:(t)] + lg=()] + ()] + ()] + [@a(B)]}

Lemma 2.15
Es gibt eine Konstante ¢; > 0, so dass fir alle t € [0,Ty) mat ||u(t)|| gz <1

alt) < c1 /()]s + Bal)
qilt.

Beweis: Der Sobolevsche Einbettungssatz liefert ein von w unabhéngiges s; > 0 mit
a(t) < sillu()||a + llg:@)llco + [lee(®)]|co-
Aus (2.74) bzw. (2.75) folgern wir wieder mit Sobolev

lg:(®)llco < T ([lg(®)llco + llpa(t)llco) < sal[ult)] a2

bzw.

IN

lee®llco < T (llga(®)llco + llgea(®)llco + llg*llco + [l (t)llco)

s3 (lu(@®)llzz + w2 + Ir@)lm) -

IA

Unter der Voraussetztung ||u(t)| gz < 1 ergeben diese drei Ungleichungen zusammen

2(s1 + 52+ 53) ([lu@)l + VR (D))

< en/lu®)le + Ri(t)

aft)

IN

fiir ¢; :=4(s1 + s3 + s3). Damit ist Lemma 2.15 gezeigt. O
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Multiplikation von (2.74) und (2.75) mit ¢ bzw. ¢ und Integration iiber J liefert wegen
u e XQ([O, To), J) C Cl ([O,To), LZ(J))

Ld (%) 2y /132@1 +/11A2 d
th q ; q .2 tq Pzq
14 1
/Hso dz = _HtSDQ_QxQO_EQSOx%O_FqZQOdm—'—/ rodr.
th 0 2 0

Addition dieser beiden Gleichungen ergibt mit fol 0 + e dz = [pg]"=) = 0

1
2
th/Aq + Hp*de = — /qu dx
1

1 1
+§ / Atq2 + Htgp2 dx — / Eqp.p+ Fq2g0 dx + / rodx
0 0 0

1 1
(2.78) < —/ Bq2dx—|—/ rode + Ta(t)- E(t),
0 0

wobei die Abschétzung (2.78) analog zu dem auf Seite 28 beschriebenen Vorgehen begriindet
werden kann.
Nun wird (2.74) und (2.75) nach t abgeleitet.

(2.79) A + Agu + Big+ B+ = 0
(2.80) Gut + Hipe + Hoy + Eiqor + Equos + Eqpe + Fig° +2Fqq, = 1

Wie oben liefert Multiplikation von (2.79) und (2.80) mit ¢; bzw. ¢;, Addition der beiden
Gleichungen und anschliefende Integration iiber J wegen fol CatQt + Y1 dxr =0

1d

1 1 1
1
- Aqf—%ngfdxz—/ qudx——/ Atqt2+Htg0t2+thqtdx

1 1
— / Eqpepr + Equowor + Eqoaps + Fig? o + 2Fqqup; do + / ripp da
0 0

1 1
(2.81) < —/ Bq? dx +/ ripr — Bqoworde + T (a(t) +a°(t)) - E(t).
0 0

Zur Abschitzung von fol Eqp.0, dz bendtigen wir eine Abschiitzung fiir fol @2, dx. Dazu
16sen wir (2.79) nach ¢, auf, erhalten mit (2.32)

02, <T (A + B¢ + (A)’ ¢f + (B)’ ¢°)
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und damit nach Integration iiber .J

1 1 1
(2.82) / gpit dr < K, / qf + tht dx + K1a2(t) / @+ qf dz
0 0 0

< K (1+a%(t) - E(1),

fiir ein von u unabhéngiges K; > 0. Mit dieser Abschétzung erhélt man

1

1
/ Eqguprdz < Talt) / St g2 de < T (alt) + a*(1)) - B(t),
0 0

womit aus (2.81)

1d [t

(2.83) < - /1 Bq; dz + /1 rippde + T (a(t) + () + o)) - E(t)

Aq} + Hy} dx

folgt.

Behauptung 2.16

1d !
2dt J,

1 1
= - / qut dr — / Buqau + 2Biqiqu + Auqiqu + Hupipn do
0 0

AQtQt +H @?t dz

1

3 [t 1 1
(2.84) D) / Atqtzt + Ht@ft do + / EExQSOtQt + §qu690§t dzx
0 0

1
- / Euqpron + 2E:q10:00 + 2E:q00i0n + Equpr0u + 2Eq1050u do
0
1 1
— / Fttq2<,0tt + 4Fqqpun + 2th280tt + 2Fqqupn do + / TPy dx
0 0

Beweisidee: Wiren ¢, ¢ € X3 ([0,7}), /), so konnte man (2.84) analog zu (2.78) und (2.81)
folgendermaflen zeigen:

Man leitet (2.74) und (2.75) zwei mal nach ¢ ab, multipliziert die Gleichungen mit ¢; bzw.
¢4 und integriert beide Gleichungen anschlieSend tiber J.

So erhilt man

1
/ Auqiqu + 2Atqt2t + Aqutqu + Buqqu + 2Biqiqu + Btht + Youqudr =0
0
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und
1
/ QetrPre + H oo + 2Ht90152t + Hyprpy dx
0
1
+/ Ewqpz0n + 2E:q10:00 + 2E,:q00e00 + 2Eq102000 + Equpepn d
0
1 1
+/ Eqpupn + FttQQSOtt + 4Fqqpn + 2th290tt + 2Fqqupn do = / Ty d.
0 0
Mit

1
/ OottQet + Quirprn dT = [QOttQtt]i;l) =0,
0

r=1

1 1
1 1
/ Eqempn do = 5 [Eqer] —, — 5 / E.qp; + Equpy, dx
0 0

und [Eqg?]?—, = 0 folgt (2.84) nach Addition der beiden Gleichungen.
Da aber die Regularitdat unserer Losung fiir diese Rechnungen nicht ausreicht, miisste man
auch hier, dhnlich wie auf Seite 36, mit einer Approximationsmethode argumentieren. Dies

wird hier aber nicht vorgefiihrt. (O)
Aus (2.84) folgt

1d [t
2dt J,

< _/Oquftdm+/Olrttgpttdyc + D (alt) + a2(t) + oP(t) + o' (1) - B(1)

Aqgt + H@?t dx

und zusammen mit (2.78) und (2.83) erhalten wir

d 1
(285) S E(t) < —E/ ¢ +q; + gy do
0

"‘/0 re +riop +ruppdr + T (04<t) + o2 (t) +a’(t) + O‘4<t>) - E(1).

d
) dt
negativen Vielfachen der Terme [ *dz, [, ¢? dz und [ ¢% dz abzuschiitzen.

Der Zweck der nun folgenden Abschitzungen ist es, < F zusétzlich gegen eine Summe aus

Der Sobolevsche Einbettungssatz liefert ¢ € C1(.J). Wie man im Beweis der Poincaréschen
Ungleichung® erkennt, reicht diese Regularitiit zusammen mit den Randbedingungen an ¢

aus, um fiir ¢ die Ungleichung

1 1
(2.86) / ?dr < / @2 dx
0 0

zu beweisen.

3[8] Seite 26
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Aus Gleichung (2.74) folgt mit (2.32)

1 1 1
(2.87) / 2 dr < 2/ A?¢? 4+ B*¢*dx < KQ/ ¢’ + q; du,
0 0 0

fiir ein von u unabhéngiges Ky > 0. Wegen (2.86) gilt also

1 1
(2.88) / ©*dr < Kg/ ¢’ + q; dz.
0 0

Zur Abschétzung von ! ©? dr multiplizieren wir (2.75) mit ¢,. Da H > H > 0 ist, darf
o Pt

nach ¢? aufgelost werden und man erhilt nach Integration iiber J

1 1
1
/ pide = —/ T (g0t + Eqpapr + FgPor — roy) da
0 0

11 1 1
(2.89) < —/ qu%dwﬁ/ rodde 4+ Talt)- E(1).
0 2L JO

Der Term fol %qm% dx stellt nun ein Problem dar, da er weder durch ein positives Vielfaches
von fol ¢* + ¢ + ¢2 dx noch durch Ta(t) E(t) abgeschitzt werden kann. Es gilt aber mit par-
tieller Integration unter Beriicksichtigung der Randwerte und wegen u € C* ([0, Tp), H'(J))

| 1
/ —qzwtdm—/ Eq%ﬁ(E)zq%dx
(2.90) = / d—/ ! +1 d+/11 d
. - Hqum X H tq(pw HQtSOm xr 0 H xqut X

1 [t

< — | —qp.d — (2 +q?) d La(t) - B(t

< dt Hqgo x+2/OH(s0w+qt)x + Ta(t)- E(t)
d 1

< —/ —qcpxdx—i-Kg/ ¢ +qgde + Tat) E()
dt J, H 0

fiir ein von u unabhéngiges K3 > 0, was eingesetzt in (2.89)

/0 dx——/ Hqgoxdx

(2.91) < Kg/ @+ q dx—l—H/ lrede + Ta(t) - E(t)
0

liefert.
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Zur Abschétzung von fol % dz multiplizieren wir (2.80) mit ¢y und kénnen, wie oben,

wegen H > H > 0 nach @7, auflésen. Wir integrieren iiber J und erhalten

1 1
1
/ 90t2t de = - / H (qutorr + Hipron + Eqoaon + Eqroapn) do
0 0

1

1

- / 7 (EtQSOacSOtt + 2Fqqupn + Fig*ou — TtSOtt) dz
0

(2.82) | 1 [t
0 2L Jo

Auf analoge Weise wie der Term fol + gz dz wird auch fol +qzton dz behandelt. Formal

erhélt man nach &hnlichen Umformungen wie in (2.90)

/11 ol<d/11 d+1/11(2+2)d
— — r < — —qpp dr + = — x
, H e at J, 2 )y H \Fr= T

+ T (a(t) +a?(t) - E(t)

d/1 1 ! 2 2 2
- —thxtdx+K4/ ¢ +q; +q;dx

+ T (at) +?(t)+a°(1)) - E(t)

IN

(2.93)

fiir ein von u unabhéangiges K, > 0.

Auch hier muss darauf hingewiesen werden, dass in Zwischenschritten der obigen Rechnung
,nichtexistierende“ dritte Ableitungen von ¢ auftreten, so dass die Abschétzung (2.93) ei-
gentlich mit einem Approximationsargument begriindet werden miisste.

Wir setzen (2.93) in (2.92) ein, was uns zusammen mit (2.88) und (2.91)

! d 11 1
(2.94) / 0>+ @7 + ¢y da — E/ 77 (@92 + @upm) da < K5/ ¢+ q + gy de
0 0 0
1 1
+ﬁ/ Ired + [repuldz + T (a(t) + a?(t) + (1)) - E(t)
22 JO

fir K5 := max{l, Ky, Ky, K3, K4} > ( ergibt.
(2.85) und (2.94) zeigen, dass fiir alle ¢ > 0

d (1 1 B Y a2 s
(2.95) U EE(t)_ ; ﬁ(qwan‘i‘(h%%t) do ) < — ;—K5 ; q°+q; + gy dx
1
- [P retadids 4 T(al)+ a0 +a'(0) - B
0
1 /! 1!
+E/ |T90t|+’rt()0tt|dx+_/ Iro| + |ried] + |rupn] do
1 Jg € Jo

gilt.
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Wir definieren

11

G(t) = _/ {ﬁ (qux + qt@xt)} (t,.T) dl‘ ﬁil" te [O, TO)
0

und wahlen e so klein, dass

B
=—-—K;>0
€
gilt. Fiir spéatere Zwecke fordern wir ohne Einschrinkung zusétzlich

1 K5(3+4¢
(2.96) _— % >0 mit ¢ >0 aus Lemma 2.15.
€ 11

Zusammengefafit gilt also

€<min{§ —QE }
K57K5(3+C%) ’

Zu diesem, nun fest gewéhlten e, sei

Ft) = éE(t)JrG(t) fiir te[0,Ty)

B _ — —
und K := min { 2(?2[(5), %}, wobel A = sup,cp A(s) und H := sup,.p H(s) seien.

Dann ist K > 0 und wir erhalten aus (2.95)

iF < _5 IZ 2 2 2\ 4 _5 lﬁ 2 2 2\ 4
TF#) < -5 (@ +q +q) do 5 (©* + ¢} + ¢}, da
0 0

1 1 1 1
(2.97) s [ e+ brepaldo 2 [ ol + o + lrupul do
4 Jo €Jo
+ D(aft) +?(t) + (1)) - E(t).

<i + l) und der Ungleichung (2.47) gilt fiir alle p > 0

Mit der Bezeichnung ¢, := % 7+ <

I 1t c
E/ ’TQOt’ + |Tt§0tt’ dx -+ g/ ‘7’@0‘ + ‘TtQOt’ + |Ttt90tt| dx S ;2R2(t> -+ ngE(t)
22.Jo 0

Aus (2.97) folgt damit

d K [
TF® < —5/0 {A(F + + ) + H (" + 9] +93) } (1,0) do

+ T (a(t) + a2(t) + a3(t)) - B(t) + pe2E(t) + %32@)

(2.98) < —K-E({t)+ T (at) +a?(t) +°(1)) - E(t) + pe2 E(t) + %Rg(t).
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Lemma 2.17
Es gibt Konstanten cs,cq > 0, so dass fir alle t € [0,Ty) mit ||u(t)||3. + Bi(t) <1

ey E(t) < F(t) < ey - B(t)

qgilt.

Beweis: Mit den Abschétzungen (2.82), (2.87) und Lemma 2.15 erhélt man

1
Ft) = ZE@)+IG@®)
< o+ 2 [
- ¢ QH 0 T t xt
1
< -E@)+ 55 (E(t) + (K> + K1)E(t) + K1a*(t)E())
1 K3+ )
< -—-E(t -E(t
< Lo+ S iy
1 Ks(3+c
< g B(t) fir ¢4 == 5<2ﬂ )
und
1
F(t) = -E@)—|G()]
1 K53+ )
> —-E(t) — -E(t
> Lo - B2
. 1 Ks(3+cf)
> c3BE(t f = - —
> c3BE(t) r o= - oH
Wegen Forderung (2.96) ist ¢3 > 0. O

Fiir alle ¢ € [0,7p) mit |ju(t)||32 + Ri(t) < 1 folgt mit Lemma 2.15 und Lemma 2.17 aus
(2.98)

GFO < =K B0 +esy/[u0) [+ Ralt) - BO) + paB(0) + 2Raft)
(2.99) < —0 PO+ 2ol + R0 PO + 22 Pl + 2R

fiir c5 := I - 3max{cy, ¢} }.
Seien nun p und §, > 0 so klein, dass
pPC2 1K 1K

Cs
=-— und — -§<-—
cs 4 ¢y C3 =4y

also p = 2-K und ¢y < 2-K gilt.

4eacy deycs

Ohne Einschriinkung gelte auBerdem 467 < 1.
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Dann folgt aus (2.99) nach Wahl von d§y und p das folgende

Ergebnis 2.18
Fiir alle t € [0, ) mit |[u(t)||5. + Ri(t) < 465 gilt

d 1K 4c2cy
—F@)< —>=.F(t 22 Ry(t).
dt (t) < 4cy ()+03K 2(t)
~—~ ~—
=y =iCe¢

Lemma 2.19
FEs gibt ein von ug unabhdngiges 5 > 0, so dass fir alle t € [0,Ty) mit

(2.100) |u(s) |72 + Ra(s) < 463 fir alle s € [0, 1]

die Abschdtzung

@100 Ju(Olfe < 56 (WO + Ri(0) + BR0)+ 5 [ O Ralr)

qilt.

Es ist zu bemerken, dass die Funktion ¢ — [Ju(t)||32 + Ri(t) wegen u € X*([0,T;),J) und
re H?([0,Ty) x J) € X([0,Ty), J) stetig in [0,T}) ist und es deshalb zu allen Anfangsda-
ten, fiir die ||ug||%2 + R1(0) klein genug ist, ein ¢ € [0,T}) gibt, das (2.100) erfiillt.

Beweis: Sei t € [0,Tp) so, dass (2.100) fiir die Losung u erfiillt ist.
Dann geniigt F' wegen Ergebnis 2.18 in [0, ¢] den Voraussetzungen von Satz 1.4, der uns die
Abschétzung

F(s) <e . (F(O) + 06/ e’ Ry(r) dr) fir alle s € 0,1
0
liefert. Mit Lemma 2.17 folgt daraus

(2.102) esB(t) < et <C4E(0) + 6 /O T Rar) dr) |

Wir benotigen nun das folgende Lemma, das in Anhang A bewiesen wird.

Lemma 2.20
Es gibt Konstanten c7,cs, co > 0, so dass fir alle t € [0,Ty) mit ||u(t)]|3. + Ri(t) <1

(1) erE(t) < [[lu®)]]3 < cs (E(t) + Ra(t))  und

(i) fu®)l: < u@Il5 < co (lu®)F: + Rai(t))

qgilt.
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Da |ju(-)||}2 + B1 < 465 < 1in [0,¢] gilt, gelten die Abschétzungen aus Lemma 2.20 und

wir erhalten damit aus (2.102) nacheinander

C C t
2 u()||f3 — esRa(t) < e (—4H|u<O)H\§+06/ e Ry(r) dr)
Cg C7 0

und

SOl -t ) < e (L2 (O + RO0) 4o [ € Ratr)ar).
8 0

Hieraus folgt schliefSlich

t
C4C8C c6C
a0l < e (S5 (e + 1i0) + 22 [ R ar) + o)
C3Cr €3 Jo
Mit [ := max {%, %, Cg} ist Lemma 2.19 bewiesen. (]

Wir zeigen nun, dass fiir Losungen u zu kleinen Anfangsdaten uy die Abschéitzung (2.101)
im gesamten Existenzintervall gilt.

Dazu geniigt es laut Lemma 2.19 zu zeigen, dass ||u(-)[|3. + R1 < 463 in ganz [0, Tp) gilt.

Lemma 2.21
Falls die Vorausetzungen (2.69),(2.70) und (2.71) in Satz 2.12 fir

0 := min {50, %}

erfullt sind, so gilt
lu(t)||%2 + Ry(t) < 462
fiir alle t € [0,Tp).
Beweis: Es gelte ug € H?(J), |Juo||32 + Ri1(0) < 62 und es sei u € X, ([0,Tp),J) die

zugehorige Losung.

Annahme: Es gibt ein #; € (0,7y) mit |[u(t)]]%, + Ri(t) > 403.

Die Stetigkeit der Funktion ¢t +— |u(t)||3. + Ri(t) liefert mit Hilfe des Zwi-
schenwertsatzes ein minimales ¢, € (0,¢1) mit ||u(t2)||32 + Ri(t2) = 463.

Somit ist [Ju(t)]|32 + Ri(t) < 463 fiir alle ¢ € [0, ¢5], so dass mit Lemma 2.19 fiir ¢, die
Abschéitzung (2.101) gilt.
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Mit den Vorausetzungen (2.69),(2.70) und (2.71) in Satz 2.12 gilt insbesondere

lu(ta)||Z < Be ™ (||u(0)||%[2 + Rl(O)) + BR(t3) + Be " /0 : e’ Ry(r)dr
< B6% e 4 62

Voraussetzung (2.70) in Satz 2.12 liefert auflerdem

und somit |Ju(t2)||3: + Ri(t2) < 363, was im Widerspruch zu |u(ts) |32 + Ri(t2) = 403

steht und damit Lemma 2.21 beweist.

O

Sei § nun wie in Lemma 2.21 definiert und uo € H?(J) so, dass |Jug||32 + B1(0) < 62 gilt.
Dann besagt Lemma 2.21 insbesondere, dass die H?-Norm der zugehorigen Losung v von
(2.74)-(2.77) in [0, Tp) beschrankt ist, was, wie auf Seite 22 beschrieben, die globale Existenz
der Lésung u € X, (R, J) liefert.

Es gelte nun ohne Einschrinkung zusitzlich 262 < 45%, wobei s, wie auf Seite 38, fiir die

passende Sobolevkonstante stehe. Dann gilt fiir alle t > 0

lu@®eo < " [lul)ze

< 28 (Ju(0)|%e + Ru(0)) + SBRA(E) + 575 / ¢ Ry(r) dr
0

=2

(2.103) < 25288% < EZ'

A

Damit ist das zu u = (g, @) gehorende Paar (q,0) = (q, ¢ + 0) eine globale Losung zu (2.1)-
(2.3) und (2.7) und besitzt die in Satz 2.12 (i) geforderte Regularitét.
Aus (2.101) folgt fiir (¢, 0)

la@®) I3 + 106) = ][5,
t
(2.104) < Be <||q0||§{2 + |60 — §||;,2 + Rl(O)) + BRy(t) +ﬁe‘“’t/ e’ Ry(r)dr
0
< 8¢ (laollde + 100 = 0] + Ra(0)) + 582

also Eigenschaft (iii) in Satz 2.12.
Eigenschaft (i) folgt aus (2.103) und € € (0,6).
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2.3.4 Konvergenzverhalten der Losung

Der Sobolevsche Einbettungssatz liefert ein s > 0, so dass
SUIJ> {q2(t, x) + @t )+ 2t ) + (0(t, 1) — 0)* + 02(t, 2) + 03(t, x)}
xe
12
<5 (la() e + 106 - 1[5

gilt.
Falls nun (2.72) erfiillt ist, folgt damit aus (2.104)

lim sup {¢*(t,z) + ¢/ (t,z) + ¢ (t, z) + (0(t,x) — 0)* + 67 (t,z) + 03(t, z) }

t—00 e g
< i (la1E + o) - 0]7.)
t
< s fim (56 (lanlye + o= 1+ a0)) + 510+ 56 [ ratryar)
—00 "

= 0,

womit Eigenschaft (iv) gezeigt ist.
Unter der Voraussetzung, dass (2.73) gilt, folgt aus (2.104)

la®) 132 + [|0() — 0][3,2
< Be (”qOH?P + 1|60 — éHip - R1(0)> 8- B+ 3. Gre

< 87 (ol + 100 = Olf3 + Fa(0) + B + 62)

fiir vo := min{y, v1, 72}
Damit ist Eigenschaft (v) gezeigt und Satz 2.12 bewiesen.



Kapitel 3

Lokaler Existenzsatz fiir nichtlineare
symmetrisch-hyperbolische Systeme

in beschrankten Gebieten

In diesem Kapitel wird der in Satz 1.6 formulierte lokale Existenzsatz fiir nichtlineare
symmetrisch-hyperbolische Systeme in beschrinkten Gebieten bewiesen.

Der Beweis ist, wie schon erwihnt, [16], Appendix A, entnommen. Es werden hier allerdings
einige Beweisschritte, die in [16] zwar beschrieben, aber nicht durchgefiihrt werden, ausfiihr-
lich vorgefiihrt.

Dabei gehen wir folgendermafien vor:

In Abschnitt 3.1 wird die Existenz einer eindeutigen lokalen Losung zu linearen Systemen,
die (1.1)-(1.3) entsprechen, gezeigt.

Fiir diese lokalen Losungen beweisen wir einige Abschéitzungen, die stetig von den System-
eigenschaften der jeweiligen Systeme abhéngen.

Mit Hilfe dieser Abschétzungen konnen wir anschliefend zeigen, dass die Abbildung v — wu,
wobei u die eindeutige Losung zur linearen Anfangsrandwertaufgabe L(v)u = F, u(0,-) = f
und Mu = 0 in 0 sei, auf einem eingeschrankten Definitionsbereich eine Kontraktion
beziiglich der C° ([0, T], L?)-Norm ist. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert uns unter diesen
Voraussetzungen eine eindeutige Funktion u, die die Gleichung L(u)u = F' erfiillt und somit
die Losung zu (1.1)-(1.3) ist.

Da wir fiir diese Losung u zeigen konnen, dass sie die in Satz 1.6 geforderte Regularitit

besitzt, ist der Existenzsatz damit bewiesen.

29
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3.1 Existenzsatz fiir lineare Systeme

Sei T > 0 und © C R" ein beschranktes Gebiet.

Wir betrachten lineare Operatoren der Form
L(t,z) = A°(t,2)0; + A’ (t,2)0; + B(t, z) fir (t,x) €[0,7] x Q

und dazu fiir Funktionen w : [0, 7] x Q — R! Systeme der Form

(3.1) L(t,x)u(t,z) = F(t,x) fir (t,x) €[0,7] x Q,
(3.2) u(0,2) = f(x) fir x €,
(3.3) M(z)u(t,x) =0 fir (t,z) € [0,T] x 09.

Falls das System (3.1)-(3.3) gewisse Bedingungen erfiillt, kénnen wir die lokale Existenz
einer eindeutigen Losung zeigen. Zur Formulierung des Existenzsatzes werden wir die in
Abschnitt 1.3 eingefithrten Bezeichnungen verwenden. Zur Beschreibung der Kompatibi-
litdtsbedingungen benétigen wir insbesondere die auf Seite 11 eingefithrten '0Yu(0, -)".

Diese kann man im Falle eines linearen Systems fiir 0 < p < m induktiv durch

£ ="00u(0,) = f,

fP =" (0

—1

- (p?) (o yare]

S e wa-my)]

k=0 ‘{t:O}xQ

‘)/ _ [31259 1 ( AO 1F) ap 1 ((AO) (A]a _ )</u,))}|{t70}xﬂ

darstellen. In diesem Zusammenhang schreiben wir jeweils f? anstelle von '0%u(0, -)".

Sei A = (a;;) eine matrixwertige Funktion. Dann bedeute A € X}, dass a;; € X fiir
alle 7, 7 gilt.
Fir A € X, ist durch |||A[||x := max; ; |||ai;]||x eine Norm auf X, definiert.

Wir werden oft die abkiirzenden Schreibweisen
1Ak =D [I1A][[x und [||A% A7, B|lle := 1A% e + > A7l + 1B
j=1 =1

verwenden.

Im Beweis werden wir auch mit der Norm ||| - |||k tan arbeiten.
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Fiir Funktionen aus X ([0, 7], Q) wird ||| - |||x.tan analog zu ||| - ||| definiert mit dem Unter-
schied, dass in einer Umgebung von 0f) nur die Tangentialanteile der Ableitungen aufsum-
miert werden. Eine genaue Definition dieser Norm wird im Beweis folgen.

Mit diesen Bezeichnungen kann nun ein lokaler Existenzsatz fiir lineare Systeme der Form
(3.1)-(3.3) formuliert werden.

Satz 3.1
Es seienn € N, m > 1 und es gelte:

(i) Q C R"™ ist ein offenes, beschrinktes Gebiet, das fir alle r € IN die gleichmdfige
C"-Regularititseigenschaft besitzt.

(i) F e H™([0,T] x Q) und f € H™().

(ili) M € C= (Q).

(iv) Firs:=max{m, 2] +2} sind A°, A7, B € X, ([0,T],9).
(v) A° und die A7 sind symmetrisch.

(vi) Es gibt ein cqo > 0, so dass fiir alle h € R! gilt:

RTA°h > cpo|h|*  in [0,T] x Q.

(vii) Die Randmatriz A” ist requldir in [0,T] x 02 und es gibt ein cav > 0, so dass fir alle
(t,z) € [0,T] x O gilt:
1(A"(t,2)) " lop < cav.

(viii) Die Randbedingung Mu = 0 ist mazimal nichtnegativ.
(ix) MfP=01in0Q fir0 <p<m-—1.
Dann besitzt die Anfangsrandwertaufgabe (3.1)-(3.3) eine eindeutige Losungu € X, ([0,T],€).

Satz 3.2

Fiir die Losung u € X, ([0,T],Q) zu (3.1)-(3.3) gelten die folgenden Abschdtzungen:

Es qibt Konstanten dy, ds, ds3, dy, ds, dg, d7 > 0, die von L, M, Q und m abhdngen und ein
0<a=a(m,n) <1, so dass gilt:

(3-4) (71 + N an

t
< dett. (|Hu<o>r|\3n_1 (O o + ds / ||| F()I, df)



3.1. EXISTENZSATZ FUR LINEARE SYSTEME 62

und

(35)  Nu@m < da (14 1A% A7) - (@l + 1O m.tan + @ m-) -

Unter der Voraussetzung m > \_%j + 3 gilt:

t
(3.6) wwm&ms%&”<wmmmm+%leﬂwwvmiﬁ)
t
+ddﬁtMMM¢T/HM%ﬂA%mB&N&&

und

(3.7) Hw@)[lm < dz - (w)[lm-1 + Hu@)|lm.tan + E @ lm-1) -

Die Konstanten d; hdingen von L 1iber die folgenden Systemeigenschaften ab:

1 .
¢u=<ncﬁmwﬂmuu)

b = (—wmwmmm)
ds = ds(cav,|]|A% A%, Bl||sr)
d4=d4cnm%¥3mlﬂ

i = o scan 14 Bl
d¢ = dg (c H|A0 A, Bl||m-17) und
d7 = dy (CAV H|A0 A  Bl[[im- lT)

Hierbei sind die Abhdngigkeiten jeweils stetig und monoton wachsend.

Die Beweise zu Satz 3.1 und Satz 3.2 werden parallel durchgefiihrt, wobei wir im ersten Teil
des Beweises zusétzlich voraussetzen, dass L glatt ist.
Im zweiten Teil wird der urspriingliche Operator L durch glatte Operatoren approximiert,

so dass sich die Aussagen der beiden Satze auf diesen iibertragen lassen.

3.1.1 Beweis fiir Systeme mit glatten Koeffizienten

Es seien B, A° und die A7 glatt.
Dann liefert uns Theorem 3.1 in [14] eine eindeutige Losung u € X, ([0, 7] x ), so dass in
diesem Fall nur noch Satz 3.2 gezeigt werden muss.

Zu bemerken ist dabei, dass sich der Beweis zu Lemma 3.3 in [14] induktiv fortfiithren 1a83t,
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so dass man die Existenz von Funktionenfolgen (F},), € H™" [5]+2 ([0, 7] x ) und (fx), C
amrls]+ () zeigen kann, die in H™ gegen F bzw. f konvergieren und die M f{ = 0, also
die Kompatibilitdtsbedingungen, fiir 0 < p < m + LgJ + 1 erfiillen. Zu diesen Folgen liefert
uns Theorem 3.1 in [14] eine Losungsfolge (uy), C XT”*L%J“ ([0,7],9) c C™*1([0,T] x Q).
Zeigt man nun fiir diese uy die Abschatzungen in Satz 3.2 fiir m anstelle von m + L%J + 2,
folgt aus diesen, dass uy in X, ([0,77],2) gegen u konvergiert und die Abschitzungen somit
auch fiir u gelten.

Man kann daher im Beweis zu Satz 3.2 davon ausgehen, dass die Funktionen F', f und u
C™+1_Funktionen sind und somit alle folgenden Rechnungen wohldefiniert sind.

Um Satz 3.2 zu beweisen reduzieren wir das Problem mit Hilfe einer Partition der Eins und

lokaler Koordinatentransformationen auf die Falle

i) Q c {zeR": 2, >0,|z] <1} mit 9Q N supp(u) = {r € R": x, =0,|z| < 1} und

einer konstanten ,,Randbedingungsmatrix“ M.
(i) © C R" beschrinkt und offen mit 9Q N supp(u) = 0.

Bei der Durchfithrung dieser Reduktion richten wir uns stellenweise nach [7], Seite 449-452.
Der Rand 092 C R™ ist beschrankt und abgeschlossen und somit kompakt. Die Vorausset-
zung, dass 2 die gleichméfige C™-Regularititseigenschaft besitzt, liefert deshalb eine endli-
che offene Uberdeckung { Uz}l << von 082 und dazu m-glatte Transformationen {®;}, .5
mit den in Definition 1.5 bescilrgebenen Eigenschaften. o
So gilt insbesondere U,nNQ= {x el : Gin(z) > 0} und U; N 0N = {x el : Gin(z) = 0}
fiir 1 <i < N.

Sei 1 < i < N. Da ®; eine Transformation ist, gibt es zu jedem z € U; eine Umgebung
U; C U; und ein 1 < j < n so, dass die Ungleichung ®in(z) > 0 in U; nach z; aufgelost
werden kann und es eine Funktion g; € C™ gibt, so dass fiir alle x € (Ul N U@)

(3.8) eUNQ & ¢ina)>0 < ;> q(@1,. . Tj1, Tjp1,. .., Tn)
gilt.
Da 0f2 kompakt ist, konnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass die U, so gewahlt sind,

dass (3.8) fiir alle x € U; gilt. AuBerdem sei ohne Einschrinkung j = n.
Dann liegt 2 € U; genau dann in U; N 99, falls 2 von der Form

=1 1, i@, ),
1st.

Um in den Lokalisierungen mit konstanten Matrizen M arbeiten zu konnen, verwenden

wir die in [7], Proposition 3.1, bewiesene Aussage, aus der direkt das folgende Lemma folgt.
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Lemma 3.3

Zu jedem s € 0N gibt es eine Umgebung U C R™ wvon s, eine in U definierte, glatte,
matrizwertige Funktion T und eine konstante Matriz M, so dass T'(x) fir alle x € U unitér
ist und fiir alle v € R! und alle x € U gilt:

M(z)v=0 & MT(z)v=0

Aufgrund dieser Aussage und der Kompaktheit von 02 finden wir eine endliche Uberdeckung
{Uj}lé j<i von 0, so dass es zu jeder Menge Uj eine matrixwertige Funktion Tj und eine
konstante Matrix M; gibt, mit denen die Aussagen von Lemma 3.3 in Uj; erfiillt sind.

Fiir eine von  abhiingige Konstante ¢ = ¢(€2) > 0 kann die Uberdeckung fiir spitere Zwecke

ohne Einschrinkung so gewihlt werden, dass fiir alle 1 < j < N

(3.9) diam((jj) < min {%, (QC(Q)CAV|||Aj|||s_17T)_4}

gilt.

Wir definieren
Z/I::{UCR":U:UJ-QUZ- fiir ein 1§j§N und ein 1§i§N}.

Dann ist auch U eine endliche Uberdeckung von 9 und es gibt ein N € N, so dass die
Menge U als {U; }1<i<ny geschrieben werden kann.

Nach Konstruktion gilt fiir alle Mengen U;

(i) Zu jeder Menge U; gibt es eine matrixwertige Funktion 7; und eine konstante Matrix

M;, mit denen die Aussagen von Lemma 3.3 in U; gelten.
(ii) Fiir alle 1 <4 < N ist diam(U;) < min {1, (2c(Q)cAuH|Aj]|\5,1,T)_4}.
(iii) Zu 1 <i < N gibt es eine Funktion g;, so dass fiir = € U,

reU;NQ < zelU; und =z, > gi(r1,...,Tn 1)

und
relU;NdY < xzeU; und xz,=gi(z1,...,T0-1).

gilt.

Fir 1 < i < N definieren wir damit Koordinatentransformationen G; : U; — V; C R".
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Sei dazu s € U; N 0N fest und

[ ng)
Gz(x) = N S(l) 1
Ty — gi(x1, -+, Tpo1)

Nach Konstruktion gilt G;(U;) =: Vi C {y € R" : |[y| < 1} und mit R} :={y € R" : y,, > 0}
ist G;(U; NQ) =V,NR} = Qund G;(U;noNY) =Vin{y e R* : y, =0} .
AuBerdem ist G; umkehrbar mit

(4)

Y1+ 5
Ggl(y) = Hz(y) = ' (i)
Yn—1 + Snq
Yn + gi(yl + S§Z)a 5y Yn—1 + 37(11)_1>
Fiir die Jacobi-Matriz von H; gilt
0 - 0 1 0 - 0 1 0
0 1 - 0 0 1 - 0 0
JHi(y) - : : .. o : : .. o
8ylgi ayzgi e 1 831:19%’ aa:zgi e 1 8191‘ aQQi e 1

Da Q beschriinkt und die offene Uberdeckung {Ui}1<i<ny von 082 endlich ist, finden wir eine
offene Menge U, &€ (2, so dass

N
OcC U U,
=0

gilt.
Theorem 3.15 in [1] liefert fiir 2 eine C°°-Partition der Eins, die {U;}o<i<n untergeordnet
ist, d.h. eine Familie {¢;}o<i<y C C{°(R™) mit

(i) Fiir 0 <¢ < N und alle z € R" ist 0 < p;(z) < 1.
(i) Fiir 0 <i < N ist supp(p;) C U;.

(iii) Fiir alle 2 € Qist S0 ¢;(z) = 1.

Sei u € X,, ([0,T] x Q) die eindeutige Losung zu (3.1)-(3.3), die uns Theorem 3.1 in [14] fiir
glatte L garantiert.
Fir 0 <4 < N seien dazu

ui(t,y) == Tipi (Hi(y)) u(t, Hi(y))  fir  (t,y) €[0,7] x Q,
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wobei wir g = Uy, Hy = Id, Ty = Id und gy = 0 setzen.

An dieser Stelle ist es nun moglich, wie anfangs angekiindigt, eine Definition der ||| - |||x.tan-
Norm anzugeben. Zu diesem Zweck sei bemerkt, dass |||u;(¢)|||ktan fiir 1 <7 < N, also fiir
U; N0 # O, durch

=Y ID*w(®)z20,

|a|<k
an=0

e (O[5 tan = [l122i(2)

und fiir ¢ = 0, also fiir U; N 9Q = 0, durch

[ @)1 tan = [[lui(?) = [[ui(?)

direkt angeben werden kann. Damit sei nun

[k tan = [[u®)]llokan = Z\Huz

Folglich ist die ||| - |||k tan-Norm von der Wahl der Zerlegung des Gebietes und der Koordi-

natentransformationen abhéngig. Dies ist aber fiir den Beweis nicht von Bedeutung.

Wir definieren nun fiir 0 < i < N in €2; neue Operatoren L; durch
Li(t,y) = A)t,y)0; + Al(t, )0y, + Bi(t,y)  fir (t,y) € [0,T] x

mit

Al(t,) = At H(-)) fir 0<j<n-1,

Ai(t,-) = ( ZA] t, Hi( JQZ(Hi<'))>+An(t7Hi('))7

Bit,:) = B(t, Hi(-)) und

Fit,) = (A (t, Hi() 0;Tipi (Hi())) w (t, Hi(")) + Tips (Hi(-)) F (¢, Hi()) -

Lemma 3.4
Fiir alle 0 <1 < N gilt
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Beweis: Sei 0 <i < N, (t,y) € [0,T] x ; und x = H;(y). Dann ist fir 1 <k <n—1

ay]-ui<t7y)
= 0; (Tipi) (x) - u(t, ) + Tipi(x ) 3u(t 93)+3 (Tipi(2)ult, x)) - 0;9:(x)

Oy, uit,y) = O (Tipi(w)) - ult, ) + Tipi(2)Opult, ).
Damit gilt

n—1

= ANty Lipi(x)Oult, ) + ) Al(t,y) [0 (Tipr) (2) - ult, z) + Tipi(x) - Dyult, )

7=1

+ZAJ (t,9)0n (Typs (x)u(t, z)) - D;gs(x ZA" (t, )0 (Typs(x)u(t, x)) - 0;9:(x)

+ An(t H;(y)) [0n (Tigi) (x) - ult, x) + TM( ) - Onult, x)] + Bi(t, y)Tipi(x)u(t, z)
= Tipi(z) [A°(t, )0pu(t, x) + AV (t, 2)0pu(t, x) + B(t, z)u(t, z))
+  A(t,2)0; (Tip:) (o) - u(t, x).

Aus [A°(t, 2)0uu(t, x) + Al (t, 2)0;u(t, x) + B(t,z)u(t,z)] = L(t,z)u(t,z) = F(t,x) folgt
nach Definition von F;, dass L;(t,y)u;(t,y) = Fi(t,y) gilt. O

Lemma 3.5

Es sei 1 <1 < N. Dann gilt fir die zum Operator L; und dem Gebiet (); gehorende Rand-
matriz Ay :

(i) A¥(t,y) = —AXt,y) = —A"(t,x) fir (t,x) € [0,T] x U; NOQ und y = Gi(x).

(ii) AP besitzt in Q; ein beschrinktes Inverses mit [[(A!) ™ op < 2¢av.

Beweis: Die Normale zu 9€; N supp(u;) ist v; = (0,---,0,—1)". Damit gilt fiir alle (¢,y) €

[0,T] x (09 N supp(u;)) die Gleichheit AY(t,y) = — Al (t,y).

—Vy;(z)
1

Fir x € U; N0 ist v(x) = die Normale zu 02 und damit

A(t,x) = =307, LA (t,2)9;9:(x) + A™(t, ) = AP(t,y), woraus (i) direkt folgt.

Um (ii) zu zeigen sei fiir 0 < A <1

cmA (Q) = {u eC™ (Q) : Es gibt ein K >0, so dass fiir alle z,y € Q2
und fiir alle 0 < |a| <m  |[D%(z) — D*u(y)| < K|z —y|* gilt}
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und dazu

| Du(x) — D*u(y)|

El 9 :: Da
lulloma@) = max sup|D*u(z)l o hax sup 7 — yP
T#Y

Dann gilt mit [|A||,, < maxy{|agy|} fir 0 <i < N

1A7(ty) = AV 2)]lop < maX{!aZz"(t,x) —aii' (t,y)[} < A7 O)llon @l —y*

= |- ZAJ 9;9i + A" (1) cor@yl — yI,

firz,y € Qund 0 < X\ < 1.
In [1],Theorem 4.12 Part II, wird fiir Gebiete 2, die die starke lokale Lipschitzeigenschaft!

besitzen, die folgende Einbettung bewiesen:

WItme(Q) < CJ%A(Q) fir mp>n>(m—1)p und 0<A<m-— n
p

Damit folgt fiir A :=

147 (6 y) = A7 () lop < (@ AN 3 11 )7 =yl

Sei x € 0€Q; Nsupp(u;) und y € Q.

Dann gilt wegen Forderung (3.9) |z — y|* < (20Auc]|\Aj|HHJ+1 T> und somit

HA;’(t, y) — A7 (t, x)”Op <

AV

Da AY(z) nach (i) invertierbar ist, folgt aus dieser Abschitzung mit Satz 3.8 in [2] die
Invertierbarkeit von AY(y).
AuBlerdem folgt

1
147 () — AY ()] A7 ()7, < carcll|A]]]n gy ple =y < 5,
1%] 2’

so dass der Satz zur Neumann-Reihe?

(10— [ () = A7 )] A2 (@) )7 = 3 (142 () — A () Ar(@) ™)'

k=0

Nach [1], 4.11, folgt diese Eigenschaft aus der gleichméBigen C™-Regularitiitseigenschaft.
2[2], Satz 3.7



3.1. EXISTENZSATZ FUR LINEARE SYSTEME 69

und mit obiger Ungleichung

1

145w o = A0 (1 - (A7) - @] 4@ ) 7|
0 ' k
< e Y (carelll ANl g ol — o)
k=0
Capv
< - < QCAu
L= carcl [T 5 1.0l = 9P
liefert, womit Lemma 3.5 bewiesen ist. 0

Lemma 3.6
Falls die Funktionen u; fir 0 < i < N die folgenden zu (3.4) und (3.5) analogen Unglei-

chungen

(13, et + w12, o
1
) @) i _d
(3.10) Sd&%t@wmm&m4+mW@mamm+@*/edzMEvm&MM)
0
und
(3.11) i ()] esm < d(1 + [[| A, A[[]3, ,7)

([Nl @)]|

Q;mitan + |[[F5(t)]]

Qim-1 7+ [[Jui(1)]] Qim-1)

erfillen, dann gelten die Abschdtzungen (3.4) und (3.5) fir die Losung u zu (3.1)-(3.3).
Hierbei sollen die Konstanten d;i) in gleicher Weise von L; abhdngen, wie die d; in (3.4)
und (3.5) von L abhdngen.

Beweis: Fiir 0 < ¢ < N ist H; m-glatt mit |det(Jg,)| = 1 in .
Nach Theorem 3.41 in [1] sind deshalb die Normen || - ||y;nq,m und || -
und |[[ -]

Es gibt somit eine allein von €2, m und den Transformationen H; abhingige Konstante

im b2w ||| [l|vinem

0, m dquivalent.
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k,, > 0 mit

Hu@®llam = |IIZ% Mlam < Z\H%

(312) <

[|(spi o Hi)(u o Hi)(t)

?

N
m < Tmzo Tipi o H;)(u o H;)(t)
(JLZ 7 )}

.5} sei. Dabei ist zu bemerken, dass die T; unitér

=0
N k., A .
- T’“Zum (Ol < 7 max {1+ 147, 4

0<
N

(D ()

i=0

(1) i(t)

wobei % = maxo<s<n {||| (Ti 0 H;) ™
und somit invertierbar sind und dass fiir die dritte Abschidtzung Lemma B.6 aus Anhang
B verwendet wurde.

Nach Definition ist vao [ (t) = |||w(t)|||0.m.tan-

Aulerdem gibt es, da nach Konstruktlon maxo<;<n {|||A?, Al

<

[|A% A7, B||[s—1,r gilt und aus Lemma 3.5 folgt, dass car < 2cuv von i unabhingig
ist, ein dy = dy (cav, |||A%, A7, B|||s_1.7) > 0 mit

max {df” (14 (1147, Al r) | < da (1 1114% 4[|l )

0<i<N -

Analog zu k,, gibt es auch eine Konstante ¢,,_; > 0, so dass man mit Lemma B.6

N
D lu@lllaim- < emre max {|I|T]]|q, S}ZHI% M em-1
=0

0<i<N
} max {{||eilllo.s} - Nl[u(®)[la.m-1,

0<isN
ZT

und

N

S IEOagm-1 < cm- 1TZH!A] )(jpi)ult) F(t)

=0 =0

< Cme 1T00r§§3<v{lll%llln SEN - (A @) la,s—t @) am—1 + EFE)|m-1)

erhalt.

Da bis auf d, alle auftretenden Konstanten allein von €, m, und M abhéngen, finden wir
eine Konstante dy > 0, die von den in Satz 3.2 aufgelisteten Systemeigenschaften abhéngt,

so dass aus (3.12) nach Einsetzen der obigen Abschétzungen

Hu(®m < da(1+ 1A% ATNE 2) () llm-s + @) mtan + FEnm-1)
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folgt. Damit ist gezeigt, dass die Abschatzung (3.5) gilt, falls (3.11) fiir alle 0 < i < N
erfiillt ist.

Mit analogen Abschéatzungen zeigt man, dass es positive Konstanten

1 )
kl = kl (_7 |||AO7AJ’H31,T> )
CAo0
1 ,
]{72 = ]{32 (_;CAV,|HA07AJ7B’HS,T> U_Ild
Cpo

k’g = k’g (CAV, |||A07Aj,B|||S7T>
gibt, so dass die Ungleichung

(313)  Mu®llF-y + el e < ke ()1 + a0, an)

t
+hakie - /O e ([I1F(ON + Mu(n)II5) dr

gilt, falls (3.10) fur alle 0 < ¢ < N erfiillt ist.
Durch Einsetzen von (3.5) in (3.13) erhalten wir fiir ¢ := (dq(1 + |||A°, Aj\||‘;’T))2

(71 + N an

t
< klekzt‘{lllu(o)ll\i1+!HU( )|||mtmﬂrks/0 e [|[F()I[5,
t
+k3/0 ™7 (|[[u(m) -1 + [N lm.tan + !HF(T)\|Im1)2dT}

IA

t
kle’”t‘{lHU(O)!Hi1+!HU( )|||mtmﬁr/~€s(1+3C)/0 6'“2T|IIF(T)!HMT}
t
+3k1kgce’“2T/0 ()1 + () randr

Anwenden des Lemmas von Gronwall, Satz 1.3, fiithrt zu

11 + N an

t
< k‘le'”t-{IIIU(O)IIIiz_lJrHIU( )Illmtan+k3(1+30)/0 6_’““”IIIF(T)Illf%dT}

t
3k kcek2T / e(Biksce 2 )rp kot (11u(0)][12_y + |[[u(0)]]1% 1an) dT
0

T

t
+3kyksce™T / e(Bhiksee2T)rp charpe (1 4 3¢) / e *25| || F(s)|||2, ds dr
0 0

und nach wenigen Rechenschritten zu (3.4) fiir dy := ky, dy := ko + 3k1ksce®T und ds :=
kg(l + 3C)

Somit ist Lemma 3.6 bewiesen. O
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Analoge Rechnungen zeigen, dass fiir m > ng + 3 eine Lemma 3.6 entsprechende Aussage
gilt. Damit ist gemeint, dass (3.7) und (3.6) ebenfalls aus den entsprechenden Abschétzun-
gen fiir die Lokalisierungen folgen.

Es geniigt somit die Abschétzungen (3.4)-(3.7) fir die Lokalisierungen zu zeigen. Dies wird
durch die giinstigen Eigenschaften der Gebiete €2;, der Randmatrizen AY und der Tatsache,
dass die Randbedingungsmatrizen M; konstant sind, erleichtert.

Fiir ¢ = 0 ist der Schnitt 9€; N supp(u;) leer. Da somit keine Randterme auftreten, sind die
Abschétzungen in diesem Fall unproblematischer als fiir ¢ > 1. Wir fithren die Rechnungen
deshalb nur fiir die Lokalisierungen u; mit 1 <4 < N durch.

Zur iibersichtlicheren Darstellung schreiben wir im Folgenden allerdings u, €2, L, M usw.
anstelle von u;, €;, L;, M; usw. und gehen davon aus, dass die gewiinschten Eigenschaften
der Gebiete und Lemma 3.5 erfiillt sind.

Wir beweisen zunéchst vier Ungleichungen, aus denen die Abschétzungen (3.4)-(3.7) fol-
gen werden.

Dabei stehe (-, -) fiir das L?-Skalarprodukt, d.h. (u,v) = [, u(z)v(x) dz fir u,v € L.

Lemma 3.7
Sei e > 0. Dann ist fir 0 <i<m—1

m—1
(3.14) N0F0 " ull e < Ty - 107710 Mullpe + & 10]05 |2
=0
‘I’FQ . (1 + |||AO7Aj|||g,T) : (|||u|||m,tan + |||u|||m—1 + |||F|||m—1)
und fir alle a mit o] < m —1 oder |o| < m und a,, = 0 gilt

d « (0%
(3.15) 37 (D, AD%u) < T [l + 11F1[]

Falls m > |%| + 3 gilt, kann der Term |||A°, A7|||2 1 in (5.14) weggelassen werden und fiir

alle o« mit o) < m —1 oder |a| < m und a,, =0 gilt
d a o j
(3.16) 3 (D%w, APD%u) < Ty ([[|A% A7, B[l [y + Mell17) + 1[5

Dabei sind die Konstanten 'y, Ty, I's und 'y positiv und hingen in folgender Weise stetig
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und monoton wachsend von £ und dem System ab:

rh = Iy

~~

11401, )
, 1
re = 1 (1A% Bllcircn 2,2

F3:F3
ry, =14y

HAO7 Aja B’HS,T)

|
114%, A7, Bl|lm-17)

Beweis: Sei ¢ > 0. Um (3.14) zu zeigen 16sen wir die Gleichung Lu = F' nach A"0,u auf.

Anwenden des Differentialoperators 9i0™ ! auf beide Seiten liefert
GOy = —(A")7L (919 (8,AMu) + D2 (8, A7, u))

n—1
+(AM (628;"_"_1(F — A" — Z Adju — Bu)) .

j=1
Aus Lemma 3.5 folgt ||[(A™)7!|,p < 2ca» und damit

n—1

Yen 10;00  ull 2 < ||OjO T || o+ [J0f0r T (Bu)|| . + Y | A7 800 0l
7=0
(3.17) + Z Hati*la;"*i*l ((9tAj8ju) e + H@Z@Z‘*i” (8nAj6ju) 12,
7=0

Wir schétzen nun die Summanden der rechten Seite von (3.17) nacheinander ab.
Mit Lemma B.6 gilt

|00 Pl [0 (Bu)
< AE N+ 1Bulllns < NE N mer + elll Bl [l e

Der Sobolevsche Einbettungsatz liefert

n—1
> 1A dull 2 < (|A o |05 0T 2 + (| A || co | 0505 Dy 2
=0

< | A5 llo o ull e A+ e[| A7 s |07 Ol 2,

woraus mit Lemma B.3 fiir alle p > 0 und eine von %, 2 und m abhéngige Konstante I's; > 0

n—1
S A0 0gull e < ell| A L1105 0
7=0
m—1
+e|lA7 o1 - p Y 1010 ull 2 + el[[A7 |1 - Ts ([l tan + 1]l [lm—1)

=0
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folgt. Um die iibrigen Summanden der rechten Seite von (3.17) abzuschitzen verwenden wir
Lemma B.5 und wieder Lemma B.6.
Falls m > [ 2] + 4 ist, folgt mit Abschétzung (2.6) in Lemma B.6 direkt

S o o (0, A7 05u) |2 + (10,052 (00 A Oju) || 2
§=0

< o> (11064 |z + 1100 A7 | |lm—2) ulllm—z + (10eA s + 11100 A7 ||l;m—s) I[[eell| s
j=0
< Ac|| A%, Aot

Fiir m = | 2] + 3 gilt s = m, womit (2.5) in Lemma B.6

S0 o (0A D) |12 + 10505 (0, A0y |1
§=0

< e (I10A My oy + 10247 5 ) 1150l

5=0
< 2|[]A%, A[[] sl -1

liefert. Sei nun m < L%J +2. Dann gilt flir 0 <5< n

10, o5 (0 A Osu) || 2 + (1007 (0 A7 D) | e
< ) D AND )l + Y (D A)YDDju) e

|la|+|Bl=m—1 | +[B]l=m—1
|8]<m—3 |Bl=m—2,|al=1
Auf die erste Summe konnen wir Lemma B.5 mit s; := s und sy := m — 2 anwenden, was

uns Konstanten 0 < ay,ay < 1 liefert, so dass

Y DA Do)z < el AP IA N 0l | 105ul 1,

s m—3
jal+[8]=m—1
|Bl<m—3

< cllA A =2 el

S

gilt. Um die zweite Summe abzuschétzen wenden wir fiir 1 < j < m — 1 Lemma B.5 mit

s1:=s—1und sy := m—1 und Lemma B.3 fiir p > 0 an, was uns Konstanten 0 < a1,as < 1
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und I's ( ) > 0 liefert, so dass

Y. (DA (D dju) e

|laf+|8]=m—1

|Bl=m—2,]a|=1
< AN Az ol ne 1 105ull s < elll A |s—al185ul |l
m—1
< A [s=1 - p D 10505 ull 2 + ell| A= - Ts ([l llmtan + []lee]| o)
=0

gilt.
Problematisch sind nun noch die auftretenden Terme der Form HDlAODf ROz und
HDlA"Dgn@nuHLz fir || = m — 2. Indem man auf diese Lemma B.5 fiir s; := s — 2

und sy := 1 anwendet, erhélt man fiir Konstanten 0 < a1,a9 < 1

1D A° D7 dyull 2 < el [|A|<Ly A5 (1107 e 115211 Dol

1
el Ay (ﬂHDEnatuuh e (;) |||u|||m_1) .

Hierbei wurde die Abschitzung clcy ® < e +c( Jeg furallee > 0,0 < a < 1und ¢,y >0,
die direkt aus der Youngschen Ungleichung folgt, verwendet.

Wir setzten vy := und erhalten mit Lemma B.3

___p
|| A%]|s—1
|D*AD} Oyul| 12

m—1
a j am—74 m ~ 1
<o Y D%l +p Y NGO ullse + pll0] u||Lz+c(|||A°|||s_1,;)|||u|||m_1

laf=m i=0
agtan=m—1

m—1

A - 1
< (P +0) Y 10000l e + T (H|A°|||s_1, ;) (el lmam + (el o) -
=0

Eine analoge Abschétzung erhilt man durch das gleiche Vorgehen fiir HDIA”Df nOnul| L2,
wobei in diesem Fall das Auftreten eines ||0/"ul|/;2 entsprechenden Termes der Form
|0 u|| L2 vermieden werden kann.

Alle diese Abschitzungen, eingesetzt in (3.17), ergeben nach entsprechender Wahl von p in
Abhéingigkeit von ¢, 2c4» und |||A7|||s—1 und mit a := a; die Ungleichung (3.14), wobei der
Term |[||A°, A7||* weggelassen werden kann, falls m > | 2] + 3 gilt.
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Um (3.15) zu beweisen sei im ersten Schritt |a| < m und «,, = 0.

D® angewandt auf die Gleichung Lu = F' liefert

A’ DO + A D*d;u + BDu
= D°F— Y g, ((D°A°)(D"Ou) + (D° A)(D"0;u) + (D°B)(D7w)) |
BHy=a
rFa

wobei die Konstanten cg, jeweils von 8 und ~ abhéngen.
Indem man diese Gleichung mit 2D“u multipliziert und anschliefend iiber (2 integriert,

erhilt man aufgrund der Symmetrie von A° und der A’

4 (Do), (D)) = (D). 94 (D"w)) — (D) 2B(D"w)
(3.18) —% ((D*u), A7(D*u)) + {(D*u), ;A (D*u)) + (2(D"u), (D*F))

J

—<2(Dau), > s, ((DﬂAO)(DWtu)+(DﬂAj)(D78ju)+(DﬂB)(D7u))>.
BHy=a
VFo

Nach dem GauBlschen Integralsatz gilt

n

-3 dixj (D), A (D*w)) = =3~ /Q d%- (D) A(D*w)) dz

(3.19) - —2 /8 (D) (D) = - /8 (D)D),

Nach Konstruktion ist M konstant, so dass aus Mwu = 0 auch M D*u = D*(Mu) = 0 in OS2
folgt, falls die Ableitung D* tangential zu 0f2 ist, d.h. falls «,, = 0 gilt.

Da wir «,, = 0 vorausgesetzt haben, liegt D%u somit im Nullraum von M.

Die maximale Nichtnegativitit der Randbedingung liefert deshalb —(D%u)" A¥(Du) < 0

in 0f2, womit aus (3.19)
d

da;

(D), A(D%u)) <0
folgt. Damit und mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung kénnen wir (3.18) durch

4 (D), A(D*w)) < ||(D%w)|p2 || (% A" + 0;47 = 2B) (D*u)|| 1, + 2 [(D*w)]| > [(D*F)] 2

dt
+2[(D%)llp Y esn ([(DPAND )|, + [[(DPAT) (D 00)]| , + [(D?BY(D ™) [ )

B+y=a
yF#Q

weiter abschatzen.
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Der Sobolevsche Einbettungssatz liefert

1(0:A° + 0,47 = 2B)(D*w)|| 2 < [|0,A° + 8; A7 — 2B]|col|(Du) || 2
C|||A07 Aj7 B||||_%J+2,T|| (Dau) ||L27

A

so dass mit (2.47)

d « «@ j « @ «
%«D u), A%(Du)) < ol||A° A7, B[] 2120 I(D*u)|[ 72 + 2 [(Dw)[[7> + (D F)|[7

ko Y, (D7D 0[5, + (DAY (D 05w [, + [[(D°B) (D).

By=a
YF#o

folgt. Hierbei héngt k, > 0 nur von « und damit von m ab. Offensichtlich gilt

clllA°, A7, Bl g 2r 1D 72 + 2 [|(D*w)l[z2 + [|(D*F)lI 72
< (clllA® A7, Blllsr +2) - llulllz + F

so dass nur noch Terme der Form ||(D“A)(D"u)|?, mit o] + 8] <m +1 und |af,|8] <m

abgeschétzt werden miissen.

1. Fall: |a] < s—1und || <m — 1: Lemma B.5 liefert 0 < a;,as < 1 mit

I(D*A)(D"w)]IZ

IN

2(1— 2(1—
el | LA 1AL Y 1222 o] | 22

m—1
e[ [N full 17

IN

2. Fall: || =m: (also |a| < 1)

I(D*A)(Du)lIZ= < [|1D*Allgall D ullzz < el[JANIT o o lllulll < AR,

3. Fall: || =m und s =m : (also || < 1)

I(D*A)(D u)lIZ= < I1D* ANz | D7ullEo < el[JANG Il 4o < AR,

Damit ist (3.15) fiir |a| < m und «,, = 0 gezeigt.



3.1. EXISTENZSATZ FUR LINEARE SYSTEME 78

Fiir || < m — 1 erhélt man mit analogem Vorgehen direkt

% ((Du), A°(D*u)) = {(Du), B, A°(D*u)) + (2(D*u)(D*F))
+ <2(D"‘u), > sy (DPA)(D70pu) + (DPAY)(D0u) + (D@B)(Dm))>
B+y=a
< A g jr2r (D072 + 2 [(D*u) 72 + | (D*F)|72
tho - & (1074 (D07, + [|(DP A D0 [ + | (D B)(D™w)][7.)

B+y=a

woraus (3.15) wie oben folgt.
(3.16) kann analog bewiesen werden, indem man dabei ausnutzt, dass m > |2| + 3, also
2] +2 <m— 1, gilt. O

Behauptung 3.8
Aus (3.14) und (3.15) folgen (3.4) und (3.5).

Beweis: Wir folgern zunéchst aus (3.14), dass Y1, |0, 0% ul| 2 durch die rechte Seite von
(3.5) abgeschétzt werden kann, falls € klein genug gewéhlt wird. Dazu zeigen wir mittels
Induktion nach i, dass es zu jedem 0 < i < m eine allein von |||A% A7, B|||s_1.1, car, m, Q, M

und % abhéngige Konstante ~y(; gibt mit

I m—1
(3.20) 1070 |2 < & (Z (Fl)k> N0 ull e + v - R,

k=0 =0

wobei R = (1 + |[|A, A7[[$ 1) ([I[ellm.tan + [[[ulllm-1 + [[|Flllm-1) und Ty und a, die in

Abschétzung (3.14) auftretenden Konstanten seien.

i =0: Fiir i = 0 kann ||0;""0"ul| > direkt durch ||[u|||;m,ran abgeschiitzt werden, so dass die

Behauptung fiir alle () > 1 offensichtlich erfiillt ist.

i~ i+ 1: Aus (3.14) folgt

m—1
|07~ Va e < D07~ Oull e +& > 0700 e + T2+ R
7=0
1A% g A m—1 ) _ m—1 A ‘
< O (e (Y@ ) S giorulle |+ Y 10707 ullz + (T2 + Tiy) -R
k=0 j=0 j=0 e —

=Y(i+1)

i+1 m—1
= € (Z (rg’“) Dot ull e + i) - R.

k=0 =0
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Damit ist (3.20) gezeigt und wir erhalten

D07 Oulle < eP(Ty) ) 107" 0,ullz2 +T - R,

=0 =0

wobei P (Ty) := > ((m —i+1)(T))  und T := 37" v sei.
Wir wihlen nun e relativ zu P (I'y) klein genug, l6sen nach Y1, [|0]" ‘O ul| 2 auf und

erhalten
“ - 'R
am—zaz < E—
;H t n,U“HL2 — 1—€P (1—\1)

Mit Lemma B.3 folgt daraus

Ha@llm < D NGO u®llz+ > [ID%u(t)]
1=0

lo| <,
ap+oan<m—1

< (I+e) Z 10;07 " u(®) Iz + Ts ([1u@)lllm.tan + ) llm—1)
'(l+e¢)-R

S Ty T () m.tan + [[[u(®)[[m-1)

< da (L4 [IIA% 20112 1) - (M) mtan + ) m-1 + 1E @ m-1)

Damit (3.5) ist gezeigt.

(3.5) eingesetzt in (3.15) ergibt nach Aufsummierung und mit der Bezeichnung
ci=

3rmlsdi - (14 1]]A4°, Aj|||§},T)2 fiir eine allein von m abhingige Konstante 7, > 0

% 3" (D%ult), A°(t) D u(t))

o <rm
|a|<m—1Van=0

< (Iu@®lfzy + O tan + HE@E-1) + EO],.
Integration iiber t fithrt zusammen mit der Abschétzung

(3.21) caoll NIZe < € A%) < IA%|s—rrll - [122
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zu

114°]11
(O 1s + NI o < H === - (1l
A0

1Oy + (O] tan)
c+1
+

t C
;/ HM%THHidT%———l/ a1 ay + ()P pon dr
0 0 CAO 0

Anwenden des Lemmas von Gronwall, Satz 1.3, ergibt

(@171 + 17 an

1A% c+1
LT (a(O)[[[2—y + [1w(0)]]12, yan) + E@IR dr

CAo
t
< ¢ < -
m|<mm4+um<mmmaew(/eCM<h
0

IN

CWAWth

Ao
2 c t e . T
et [ IR dsar
Ao 0
WAWth ctl [f e
e”(_i——~MMwmu+mwmmm) CEFEIE A ) .
A0 CAO 0
: 1A% c
woraus mit dy := S dy o= 25 und dy 1= W (3.4) folgt. O

Auf analoge Weise folgt fiir m > |2 J + 3 (3.7) aus der Abschétzung (3.14) ohne den Term
|[|A%, A7|[|¢  und die Abschétzung (3.6) folgt aus (3.16) zusammen mit (3.7). Da es dabei
keine nennenswerten Unterschiede zum eben vorgefiihrten Beweis gibt, verzichten wir hier
auf diese Rechnungen.

Damit haben wir Satz 3.1 und Satz 3.2 unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass die

Koeffizienten in L glatt sind, bewiesen.
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3.1.2 Approximation durch glatte Koeffizienten

Wir wollen die Aussagen von Satz 3.1 und Satz 3.2 nun auch fiir Operatoren L, die lediglich
die in Satz 3.1 geforderte Regularitdt besitzen, zeigen. Dies wird gelingen, indem wir das
System durch glatte Systeme approximieren und die Problemstellung so auf den schon im
vorherigen Abschnitt bewiesenen Fall reduzieren.

Wir gehen davon aus, dass die Voraussetzungen von Satz 3.1 erfiillt sind.
Lemma 3.9

Es gibt Folgen <Fk>k C H™([0,T] x Q) und (fy), € H™* () mit

(3.22) F, — F in H™([0,T]xQ) und
(3.23) fr — f in H™(Q),

so dass M f; =0 in 0Q fir 0 <p <m—1 gilt.

Hierbei sollen die ff den auf Seite 60 definierten f? entsprechen, mit dem Unterschied, dass
F durch Fj, und f durch f, ersetzt wird.

Dieses Lemma ist eine abgeschwéchte Form von Lemma 3.3 in [14], die im Gegensatz zur
urspriinglichen Form auch fiir Operatoren L, die nicht glatt sind, gilt. Die Aussage von
Lemma 3.9 folgt aus dem Beweis zu Lemma 3.3 in [14], was hier aber nicht bewiesen wird.
Da die Folgen <Fk>k und (fz), Cauchyfolgen in H™ ([0,T] x Q) bzw. H™ () sind, gibt es

ein ¢; > 0, so dass

(3.24) HFkHHW([O,T]XQ) <c¢  und ”kaHm(Q) <q

fiir alle £ € IN gilt. Durch eventuelles Wiederholen einzelner Folgenglieder kénnen die Folgen

und die Konstante ¢; ohne Einschrankung so gewahlt werden, dass zusétzlich
(325) ||Fk||Hm+1([O7T]XQ) S C1k’ und ||fk||Hm+l(Q) S Clk‘

fiir alle &k € IN gilt.

Lemma 3.10
Zu jedem k € N gibt es eine Funktion U, € H™ ' ([0, T] x Q) so, dass fiir 0 <p <m

(3.26) rUL0,) = f7 in Q

gilt.
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Auflerdem gibt es eine Konstante cs > 0, so dass fir alle k € IN

(3.27) Ukl m o<y < cs und | Uk

HmH1([0,T]xQ) < csk

qilt.

Beweis: f} ist von der Form
fo=rfe fir p=0

und
= p—1 , o
=37 [erwran]
i=0 ¢ \{t:O}xQ
= p—1 .
_ > ( . ) (07177 (A% (A0, — B))]\{t:om fi  fir 1<p<m.

Aus F, € H™ ([0, T] x Q) folgt

(F’k,afﬁk,,aflﬁo S ﬁHm—p—I—l ([O,T} X Q) .

p=0

Nach Theorem 4.2.3 in [18] gibt es eine stetige lineare Abbildung S;, die fiir 0 < p < m so
von H™ P+ ([0, T] x Q) nach H™ P! (R x R™) abbildet, dass

(slﬁk, S10 Fp,s ., sla:“bﬁk) e[[H™ " (R xR")

p=0

und

(Slﬁk, S1OLFy, ., slaflﬁk) — (Fk 0L, ... agnﬁk)

[0,T]x%2
gilt. Dabei ist zu bemerken, dass in Theorem 4.2.3 in [18] vorausgesetzt wird, dass das
Gebiet 2 die gleichmdfsige Kegeleigenschaft besitzt. Nach [1], 4.11, folgt diese Eigenschaft
aus der gleichméfigen C"-Regularititseigenschaft, so dass wir den Satz anwenden diirfen.
Auf die einzelnen S;0° F;, wenden wir zuerst Theorem 2.9.1 (a) und anschlieBend Theorem
4.6.1. (b) in [18] an. So erhalten wir

(Slﬁk(07 ')7 Slatlﬁk(ou ')7 XS] Slatmﬁk(oa )) S HHmier% (Rn) )

p=0

wobei H™Pt3 (R) fiir den entsprechenden Bessel-Potential-Raum steht.
Diese Rdume, die den Begriff der ,,nichtganzzahligen Ableitung® realisieren, werden in An-

hang B, Definition B.1, definiert. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung sei auf [18] verwiesen.
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Nach Definition B.2 der Réume H™ ?*z (Q) folgt daraus insbesondere
(3.28) (F’k(o,-),agﬁk(o, Yy ey A EL(0 ) e HH’” P (

Aus der obigen Darstellung der fI erhilt man zusammen mit fp = f, € H™ (Q), A%, A7,
B € X,, ([0, 7],9Q) und (3.28) induktiv

(fl&fli?vf?) S HHmier% (Q)

Wieder liefert uns Theorem 4.2.3 in [18] eine stetige lineare Abbildung Sy, die fiir 0 < p < m
von H™ P+ (Q) nach H™ P+ (R") abbildet, so dass

(Soffs Safts s Safi) € [TH™ P2 (R) und  (Soff, Safi o Safi?), = (f05 S ons ST7)

gilt.
Theorem 2.9.1 (a) in [18] garantiert uns auBerdem die Existenz einer Funktion U, €
H™ (RT x R"™) mit

(3.29) <Uk( ), 0L0,,(0, )...,a?ﬁk(o,-)):(SQfg,SQfg,...,szfg) in R"

und

m
|’Uk||§_]m+l(R+XRn S Z ’Ska,‘”H'm P+2(Rn)
p=0

fiir ein ¢ > 0. Da diese Funktion Uy, auch in H™ (R x R") liegt, gibt es, wieder aufgrund
von Theorem 2.9.1 (a) in [18], Funktionen f € H™7~2(R") fiir 0 < p < m — 1, so dass

(Uk(o,-),ajﬁk(o,-),...,ap—lﬁk(o,-)) _ (f,g,f,g,..., 7}—1) n R”

und

AT Z (-
folgt. Wegen (3.29) gilt Sy ff = fF fir 1 <p < m — 1.
Es sei nun Uy, := Uk|0T><Q e H™1([0,T] x Q) die Einschrinkung von U, auf [0,7] x Q.

Dann folgt aufgrund der Stetigkeit von Sy die Existenz einer Konstanten cg, > 0 mit

Uk im0 110y < N0k Frm st (et gy < CSQCZ ||fk||Hm g
p=0

)
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und
m—1

||Ul<:||Hm (0.77xQ) < €5,C Z ||fk||2

H" =5 (Q)

Aus (3.24) und (3.25) folgt die Existenz einer Konstanten c¢; > 0 mit

(3.30) ankHHm iy Sk Y B < 0
p=0

woraus die Existenz einer Konstanten ¢ > 0 mit

Ukl Ems o myxey < sk und  [Ux || Frm o 7700y < €3
folgt und somit Lemma 3.10 bewiesen ist. U

Wir wihlen nun glatte Funktionenfolgen (By),, (A%),, (4}),, so dass A} und die Aj fiir
k € IN symmetrisch sind und

1

(331) 1149 — A%, 4] — 47, B = Bl < 75,
v v 1
(332) 145 = Aoy <

gilt. Es seien damit

1
Ly := A%, + (A{c @Md> 0% + B,

_ 1 -
Fy, = Fj + (A} — A°) OUx + (Ai + v dd - AJ) OiUs + (By — B) U

und

- 1
A= A+ V1,

Hierbei sei die Funktion v = (vy, ...;,)" € C®(Q) so, dass v(z) fiir z € 9Q der Einheitsnor-
malen entspricht. Die Existenz einer solchen Funktion zeigt man analog zur Existenz der
Funktionen Uy, wobei man dabei auch ausnutzt, dass € fiir alle » € IN die C"-Regularitéts-

eigenschaft besitzt.

Lemma 3.11
Es gibt ein ky € IN, so dass die Anfangsrandwertaufgaben

(3.33) Liu* = F, in [0,T] x Q,
(3.34) uF(0,-) = fu in
(3.35) MuF =0 in [0,T] x 9Q

fiir alle k > ko die Bedingungen von Satz 3.1 erfiillen.
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Beweis: Die Bedingungen (i)-(v) sind offensichtlich nach Konstruktion erfiillt.
Um (vi) zu zeigen sei h € R! beliebig. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, dem

Sobolevschen Einbettungssatz und (3.31) erhalten wir

RTAQh = hTA°h + W (A) — A°) h > cao|h|* — |h| [(A} — A%) h|
d
> calh = [[(45 = Ao 121> (e = 3 ) P
mit d = d(€,s) > 0. Fir k > ,/% ist ca0 1= Ca0 — % > 0 und damit die Voraussetzung
(vi) erfiillt.
Fiir k € N ist AY := Z?:l(Ai + HVId)vi = Ay + 5 1d die Randmatrix zu Ly.
In [0, 7] x 09 gilt daher mit (3.32)
Av v Av v v v 2 1
HAk —A HOp < ||Ak - Ak”Op + ||Ak —A ||0p < 7.2 < —
k CaAv
fiir k > v/2ca» =: ko, so dass aus Satz 3.8 in [2] die Invertierbarkeit von A in [0, 7] x 99
fiir k > kg folgt.
Wegen AV = A” ([d - <Id - (AV)_lAZ>) und

2CAIJ

17d = (A") 7 Allop < [I(A) o A” = ARllop < =5 <1

N
fiir k > kg ist der Satz zur Neumann-Reihe® anwendbar und liefert || (AZ) llop < kgf;’(iu =

¢ iy, womit Voraussetzung (vii) erfullt ist.

T

Um (viil) zu zeigen, wihlen wir zu jedem w € ker(M)" mit |w| = 1 ein z,, € ker(M) so,

dass die Ungleichung
(w4 2,)TA” (W + 2y) < —Cop |w + 2,[* fiir ein ¢, >0

gilt und ¢, mit dieser Eigenschaft maximal ist. Aufgrund der maximalen Nichtnegativitét
der Randbedingung des Ursprungssystems ist dies moglich. Deshalb und aufgrund der Tat-
sache, dass orthogonale Komplemente abgeschlossen sind, gibt es aulerdem ein ¢ > 0 mit
cyp > c fiir alle w € ker(M)T.

Wir nehmen nun an, dass es zu jedem k& € IN einen Unterraum ker(M) C U* C R" gibt
mit hT/Nl%h > 0 fiir alle h € U*. Dann gibt es, wie eben gezeigt, ein w* € ker(M)T und ein
zugehoriges z,» € ker(M), so dass

(wk - Z,wk)TAV (wl’C + Zwk) < —c|w® + z40)?,

3[2], Satz 3.7
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aber gleichzeitig auch

(wk + Zwk)TAZ (wk + Z,wk) >0

gilt. Daraus folgt nun

(w® + Zwk)T (A — AY) (W* + 2,0) > (c — %) [w* 4 z,|?,

was fir k£ > \/g einen Widerspruch zu (3.32) darstellt und somit zeigt, dass (viii) erfiillt ist.
Eigenschaft (ix) gilt fiir alle k£ € N, da die f} zum System (3.33)-(3.35) nach Konstruktion
identisch mit den f? zum System Lu* = Fy, u*(0,-) = fr, Mu* = 0 in 9Q sind und somit

nach Wahl der Folgen (Fk) und (fy), (ix) folgt.
k

Mit kg := max {\/ZCAV, \ /%, \/%} ist Lemma 3.11 bewiesen. O
Al

Da die Lj glatt sind, gibt es, wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde, fiir & > kg eindeu-
tige Losungen u* € X,, ([0, T] x Q) zu den zugehérigen Systemen (3.33)-(3.35), fiir die die
entsprechenden Abschitzungen (3.4)-(3.7) gelten.

Ziel ist es im Folgenden zu zeigen, dass die Folge der Losungen (u*); in X, gegen eine Funk-

tion u konvergiert und von dieser zu zeigen, dass sie die eindeutige Losung zu (3.1)-(3.3) ist.

Lemma 3.12
Die Folge der Lisungen (uk)k C X, ([0,T],9Q) zu den jeweiligen Systemen (3.33)-(3.35) ist
eine Cauchyfolge in C° ([0, T], L*()).

Beweis: Zur iibersichtlicheren Darstellung teilen wir den Beweis in mehrere Einzelbehaup-

tungen auf.

Behauptung 3.13
Die Folge (F},), konvergiert in H™([0,T] x ) gegen F.

Beweis: Nach Konstruktion gilt mit (3.22), (3.27) und Lemma B.6

1By — Fllmm < || Fx = Fllgm + || B — Fllzm

: 1 . )
gngﬁM@m+(ﬂ+ﬁwM—m>@@+@ﬁ—mm

+ || By = F| g

H
. . Cy ~
< (11142 = A% AL = 4, B = Bl + 75 ) WUellimss + 1Fi = Flln
14+c¢, ~
__L%?ﬁﬂmfmmwﬁo fir k — oo
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Behauptung 3.14
Es gibt ein C' > 0, so dass |||u*]||mr < C fir alle k € N gilt.

Beweis: Aus der Konvergenz von (Fy), folgern wir die Existenz einer Konstanten ¢4 > 0
mit (|73 0,795y < €4 fiir alle k € N, so dass mit (3.30) aus Abschétzung (3.4)

k) a)
[ 1Ry + T OB an < A7 (O + 11 O)1F )
(k) (k)
+d§k)€d2 tdék)HFkH%{m([O’T]XQ) < dgk)edQ T (262 + d:(gk)C4>

folgt. Der Sobolevsche Einbettungssatz* liefert ein d > 0, so dass nach Einsetzen in (3.5)
~ . 2 (k)
It @R < 8 (a0 + 1A% A1) - {dea + P e T 26, + e}
gilt.
Aus (3.31) folgt die Existenz einer Konstanten ¢; > 0 mit |||A%, AL, B¥|||,r < 5 fiir alle

k € IN. Damit sind aufgrund der Stetigkeit der dgk) auch die Folgen (dgk)> fir 1 <i<4
k
beschrankt, so dass die Behauptung aus der obigen Abschitzung folgt. (0)

Es gilt
L —u') = F, — F, + (L — Lp)u® — (L — L)u".
Diese Gleichung multiplizieren wir mit 2 (uk — ul), integrieren iiber €2, integrieren partiell

und erhalten

% < k ul,AO(uk o ul)> — <uk . ul,atAO(uk . ul)> +92 <uk . UZ>FI~: . Fl>

_/ %(U'f —ul) " A (=) + (uf =l 9, A (uF — ') — 2B(uF —ul))
Q &by

+2 <uk —ul, (A — ANou" + (A7 — AL)ojuf + (B — Bk)uk>

—2 <uk — !, (A — AN o + (AT — AD)oju' + (B — Bl)ul> .

Indem wir, wie schon in den Rechnungen auf Seite 76, ausnutzen, dass die Randmatrix A"

auf dem Nullraum von M positiv definit ist, ergibt sich die Abschéatzung

d
pr (uF =, A — ) |
< 2fut —wllf7e - [||A% A7, Bl + 2[luf — || 2 || B — Fil| 2
+2[|ut — ! 2] (A° = AD), (A7 = A7), (B = By)||[s—a|l|u"[[]
+2||ut — ! 2] (A° = AD), (A = AD), (B = B))|[[s=a Il 1
< 2luk — |2 - [||A%, A7, Bl||s + 4C|| Fy, — Fil|z2 + 8C?(1 4 ¢,) (min{k?,2}) ™"

4[1], Theorem 4.12
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Mit (3.21), u*(0) = f, und dem Lemma von Gronwall, Satz 1.3, folgt daraus fiir alle ¢ € [0, T']

caoll(u —u) (B[22

< AT (Al fi = fillEe + ACI Fic = llse +8C2(1 + @) (min{k?, 2}) ™).
Unter Beachtung von (3.23) und Behauptung 3.13 ist Lemma 3.12 damit bewiesen. UJ
Es sei u := limy,_.o, u* in C° ([0, 7], L?).

Lemma 3.15
Fiir m > 1 st u die Gleichung Lu = F in C° ([0, T], L*(Q)) und fir 0 <i < m—1 gilt mit
0<do<m-—i

(3.36) (u"), —u in C'([0,7], H" ()
und
(3.37) Opu € L= ([0,7), H™') - mit  [|0;ul| oo (o2, 5m—i) < C.

Beweis: Die Ungleichung von Gagliardo und Nirenberg® liefert ein K = K(Q,m), so dass
fiir alle 0 < 6 < m und alle ¢ € [0,T] die Abschétzung

b (t) = w ()| gmes < Kb () — u ()] ]l () — ul(2)

_5 5
< (20)"wK|lub(t) = ul(t)] 2 — 0

gilt. Daraus folgt wegen u* — u in C° ([0, T], L*(Q2)) auch u* — u in C°([0,T], H™°(Q))
und somit ist (3.36) fiir i = 0 gezeigt.
Aus [[(L = Lp)ut||z> < [[JA° — A, A7 — AL, B — Bl |llu¥]][y < S22 folgt

Luf = Fo+ (L — Ly — F in C°([0, 7], L*())
und somit

lim d;u* = lim (AO)_1 (F—A9;u* — Bu*) in C°(0,T],L*(%)).

k—o0 k—oo

Fiir m > 2 gilt, wie eben gezeigt, insbesondere auch u* — wu in C°([0,T], H™ *(Q)) C
Co([0,T), H'(£2)), so dass

ot — (Ao)il (F — Adju — BU) =iUp in o ([O’T]’LQ(Q>)

folgt.

5[1], Theorem 5.2 (3)
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Damit ist gezeigt, dass u € C°([0,T], H'(2)) N C* ([0, T], L*(?)) mit dyu = ugy gilt und
(ug),, in diesem Raum gegen u konvergiert.

Offensichtlich ist u in C° ([0, T], L*(2)) somit Losung der Gleichung Lu = F.

Wieder liefert die Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung eine Konstante K = K (2, m — 1), so

dass

_5 |
0" — Ol || grm-1-5s < K||0pu” () — 9 ()] 75 (| O (8) — Ot (8) || yps
_5
(3.38) < K[0wk(t) — dd(1)]|7 (20)

gilt. Aus den Gleichungen Liu* = Fj, und Lju! = F; folgt

[0vu” — Ol || 12 < | ((Ag)fl - (A?)A) (Fk — Aot — Bkuk> 2
+H| (A7) ((Fk — Ao — Bkuk> - <Fz — Aloju! — Bzul>> 22

— _1 ~ .
< |||(A0) = (A Mot (1Bl 22 + 1AL D5 22 + || B 12 )
b (1 = Fills + 0 (4] = AL) 0pulle + 1) (B~ B) ]12)
Al
(14 (@' — 0,0) 12 + 1B (o' — ) 2)
A?
1 d
< D™ = (D) Ml (des o+ es  )lulln ) + e = Filn oy
l
1 .
oo (A7 = AL B= Blllaair ol + (s + )l = wban )

1

wobei d die entsprechende Sobolevkonstante sei.

Damit gilt [|0;u”(t) — du'(t)||z2 — O fiir t € [0,T] und eingesetzt in (3.38) folgt daraus,
dass (u*), in C* ([0,T], H"'7°) eine Cauchyfolge ist.

Aus v¥ — w in C'([0,T1,L?) folgt somit auch u* — w in C* ([0,7], H™ ') und
ue C([0,T], H™'7°), womit (3.36) auch fiir i = 1 gezeigt ist.

Induktiv erhalten wir durch analoges Vorgehen ebenfalls u* — u in C*([0, T], H™=%(f2))
fir2<i:<m-—1.

Um (3.37) zu zeigen gehen wir analog zu [12], Seite 71, vor. Es seien dazu 0 < ¢ <m — 1
und ¢ € [0, 7.

Aus Behaupung 3.14 folgt [|0iu”(t)]| gm-+ < C fiir alle k € N.

Theorem 1.18 in [1] liefert uns daher eine in H™ () schwach konvergente Teilfolge von
(Ofu*(t)),, die wir wieder (9ju”(t))
k — oo und alle p € H™ ()

, hennen, und eine Funktion g;; € H m=i(Q), so dass fiir

(339) <8Zuk (t)a 80>Hm—i - <gt,i7 90>Hm7i
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gilt. Aus (3.39) folgt insbesondere
(3.40) gt,ill rm-s < Limy, oo [|0)u" (8)] grm-s < C.

Fiir beliebiges h € L? ist die Abbildung g — (g, h) . fiir g € H™*() ein lineares Funktional
auf H™*(Q2). Der Rieszsche Darstellungssatz® liefert uns daher zu h ein ¢, € H™ (), so
dass fiir alle g € H™(Q)

(9: 1) 12 = (9, on) prm—s

gilt. Mit (3.39) folgt daraus

<gt,i7 h>L2 = <gt,i7 Sph>Hm—i = kh—{go <a{fbuk (t)a SDh>Hm—i
= khigo <a§uk<t>7 h>L2 = <8§U(t)a h>L2 )
da wegen (3.36) limy,_.o, Oiu®(t) = diu(t) in H™71(Q) gilt.
Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt daraus diu(t) = g;; in L? und

damit aus (3.40) dju € L>([0,T], H™") und ||0ju|| (o), 5m-) < C, womit Lemma 3.15

bewiesen ist. m

Mit den Aussagen von Lemma 3.15 kénnen wir nun zeigen, dass die Abbildung

(3.41) t— [fJu)]I]7,

in [0, T stetig ist.

Wir reduzieren das Problem dazu wieder, wie in Abschnitt 3.1.1 vorgefiihrt, auf die Falle

i) Q@ C {zeR":x, >0,|z] <1} mit 92 N supp(u) = {r e R":x, =0, |z] < 1} und

einer konstanten ,, Randbedingungsmatrix“ M.
(i) © C R™ beschrénkt und offen mit 9Q N supp(u) = 0.

Da im Fall (ii) keine Ableitungen mit Anteilen in Richtung der Normalen zu 02 auftreten, ist
der Beweis in diesem Fall unproblematischer als in Fall (i) und wird deshalb nicht vorgefiihrt.
Das Vorgehen ist allerdings dasselbe, wie das im Beweis zum néchsten Lemma, das den ersten
Schritt zum Beweis der Stetigkeit der Abbildung (3.41) darstellt.

Lemma 3.16

Es seien 0 <i<m —1 und o € INj ein Multiindex mit

la]+i<m-—1 oder la| +i=m, «,=0.

6[15], Theorem 6.51
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Dann gilt
D0 € C° ([0,T], H"~1l()) .

Beweis: Auch in diesem Beweis gehen wir analog zu [12], Seite 72-75, vor.
Es seien ¢ und « so, dass die Voraussetzungen von Lemma 3.16 erfiillt sind und ¢, € [0, 7.
Um zu zeigen, dass lim; s, D*0iu(t) = D*Olu(ty) in L*(Q) gilt, nutzen wir die folgende

Aquivalenz:

Sei H ein Hilbertraum. Dann folgt aus h,, — h in H
(3.42) hn, —h in H & lim|| A |l < ||h]| &,

wobei — die schwache Konvergenz bezeichne.

Wir teilen den Beweis wieder in Einzelbehauptungen auf.

Behauptung 3.17
Fiir t — to konvergiert dju(t) in H™ () schwach gegen Oju(t).

Beweis: Sei (t,), C [0, 7] mit ¢, — t, fiir n — oo.
Wegen (3.37) gilt ||0iu(t,)||gm- < C fiir alle n € N. Analog zum Beweis zu (3.37) folgt
daraus die Existenz einer Funktion ¢, ; € H™ () und einer Teilfolge von (dju(t,)),,, die

wieder (dfu(t,)), genannt wird, mit

<azu(tn)7 S0>Hm7i — <gt0,i7 S0>Hm7i

fiir n — oo und alle p € H™(Q).
Daraus folgt unter Beriicksichtigung von (3.36) ebenso wie oben, dass diu(ty) = g4, und
die Funktion 9ju im Punkt ¢y somit schwach stetig in H™*(Q) ist. (O)

Mit (3.42) und Behauptung 3.17 folgt lim; ., ||D*0ju(t) — D*Oiu(to)| 2 = 0 aus
(3.43) T [ D*Ofu(t)l|2 < [|D*Duto)l| 2.

Die Begriindungen auf Seite 73 in [12] erlauben es uns auBerdem (3.43) auch in unserem

Fall aus der Abschétzung
(3.44) %IIDO‘@MUII% < | D*0u(0)]I7:

zu folgern.
Um zu beweisen, dass (3.44) gilt, definieren wir fiir h € L?(Q) und ¢ € [0, T

HhH1240(t) = <h7A0(t)h>L2(Q) .
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Da A°(t) fiir alle t € [0,7] positiv definit ist, ist || - | a0( fiir alle ¢ € [0, 7] eine Norm in
L*(Q2) und wegen (3.21) dquivalent zu || - ||e.
Somit geniigt es

|| D*Ou(®) |00y < 1D°0;u(0) [ogo)

anstelle von (3.44) zu zeigen und wegen

1R oy — HhH,ZL\O(O)‘ < [|A%®) = A%(0)[ o IR 1172
< d|llA°(t) = A0)|[ls-1llAll7: — 0 fir £10

geniigt es sogar die Abschitzung
(3.45) %HD%ZU(@H?@@ < [ D*8;u(0) [0 0y

zu zeigen, die wiederum direkt aus der néichsten Behauptung” folgt.

Behauptung 3.18
Es gibt eine Funktion g € L* ((0,T)), so dass fiir alle t € [0, T)

t
ID*0yu(t) oy < (1D 0;(0) [0 ) +/0 l9(s)[ ds

qgilt.

Beweis: Aus Abschitzung (3.15) in Lemma 3.7 folgt fiir alle k € IN
A\ Haqi, ko2 (k) k 2 2
NP g < U™ - @11 + EL @5,

mit T{" := I (| I|AY, A7, Byl| \S,T> und daraus nach Intergration iiber (0,¢) unter Beachtung
der Beschrinktheit der u*

(3.46) | DO (D)% ) < 1D 0ju (0|3 o) + T / C + [l1Fx(s)1]7, ds.

Da nach Konstruktion limy_.. ||0;u*(0) — 8;u(0)|| gm-i() = 0 ist, gilt auBerdem

D0 (0) g o) = 1D 05u(0) 3o | < (D05 (0) = D*0}u(0), A (0) D*0fu*(0))]
(3.47) + [{D*0ju(0), (A3(0) — A%(0)) D*0ju*(0))]
+ [(D*0;u(0), A°(0) (D*0;u*(0) — D*0;u(0)))| — 0O fir k& — oo.

Aus (3.46) und (3.47) zusammen mit der schwachen Konvergenz von (8ju*(t)), in H™(€2)

"siehe auch [9], Seite 44/45
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und |[|A%(¢) — A2(t)||]s—1 — O folgt nun

ID*0fu(®) |20y < limy_ oo | D* 0" (1) %0 s,

< T (nDaaz H(0) Py o) + T / C+ IEGIE ds)

= [ID*u(0)%00) + T /OtC +{IF($)]]]7, ds,
womit Behauptung 3.18 (0)
und damit auch Lemma 3.16 bewiesen ist. U

Fiir 0 < p <m — 1 folgt aus Lu = F und diu € L> ([0,T], H™ () fiir 0 <i <m — 1
n—1 P
Ot = (A")7 <8£ (F — A0 — > " AV — Bu> -3 cp7k3214"8£+1ku> ,
J=1 k=1

woraus mit Lemma 3.5, Lemma 3.16 und Lemma B.6 induktiv
oy e NPt ([0,T), H™ 1)

folgt. Damit erhalten wir aus

m—1
o= (A% <a;n N (F = A0~ Bu) = cm,iaZAOaz“J
i=1
ebeso Oy € C° ([0, T], L*(2)).
Nach Riicktransformation auf das Ursprungsgebiet €2 folgt insgesamt die Stetigkeit der Ab-
bildung
t— [|lu@®l i [0,T]

und somit u € X, ([0,77],2), womit Satz 3.1 bewiesen ist.

In den Beweisen zu den Abschétzungen (3.5) und (3.7) in Satz 3.2, die in Abschnitt 3.1.1 fiir
glatte Operatoren L vorgefithrt wurden, wurde die zusétzliche Regularitiat der Operatoren
nicht explizit ausgenutzt. (3.5) und (3.7) gelten somit auch hier fiir die Losung w.

Die Beweise zu den Abschéitzungen (3.4) und (3.6) kénnen dagegen nicht problemlos auf
den Fall nicht-glatter Operatoren iibertragen werden.

Um (3.4) zu zeigen, geniigt es aber zu zeigen, dass
(3.48) | Du(t) || 20y < hm HDO‘uk( M 2@ fir alle |a] <m und t€[0,7]

gilt.
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Mit der Abschétzung (3.4) fir die uy folgt daraus namlich fiir alle ¢ € [0, 7]

@+ M@ e < Jm (@1 + sl o)

S (1) )
b (e (1O + O+ & [ RGN ) )

Aus der Stetigkeit der d;, (3.22), (3.23), (3.31), (3.32) und Behauptung 3.13 folgt aus dieser
Abschéatzung direkt (3.4) fur .

(3.6) erhélt man fiir u analog.

Um (3.48) zu beweisen nutzen wir aus, dass im Beweis zu (3.37) in Lemma 3.15 schon gezeigt
wurde, dass (fug(t)), fir 0 <i <m —1und ¢t € [0,T] in H™ () schwach gegen d;u(t)
konvergiert, woraus (3.48) fiir ] < m und oy < m — 1 direkt folgt.

AuBerdem folgt daraus fiir p € L*(Q), t € [0,T] und k — oo

m—1
(O ur(1), @) 12 = <(A2)‘1 (07" (Fr = Ajdyur = Bruwe) = cmnidf AQO7 s, 30>
L2

=1

m—1
— <(,40)‘1 (O (F = A0ju — Bu) = Y €0, A0 "), <p> = (0/"u(t), )2 -
=1 12

Somit konvergiert auch (9;"ux(t)), schwach gegen 9;"u(t) in L*(2) und es gilt deshalb
[958 1240 < Tt 008 120

Damit ist gezeigt, dass Satz 3.2 auch fiir Operatoren mit der in Satz 3.1 geforderten Regu-
laritat gilt.
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3.2 Existenzsatz fiir nichtlineare Systeme

Wir werden nun Satz 1.6 unter Verwendung der Ergebnisse des vorherigen Abschnittes
beweisen.

Dazu verwenden wir die folgenden drei Lemmata, die im Anschluss bewiesen werden.

Lemma 3.19
Die Menge

X={veX,(0,T),Q): Mv=0 in 9Q und 9Ju(0,-)="du(0,") fir 0<i<m}

1st micht leer.

Mit Hilfe des linearen Existenzsatzes definieren wir eine Abbildung
S:XNX, — X, ([0,T0],Q)
mit X, = {v e X,, ([0, To],Q) : Jo(t,-) = fllco@ < e in [0,Tp]} durch
S(v) =w

genau dann, wenn w die nach Satz 3.1 eindeutige Losung zu

Lv)w=F in [0,7p] x €,
’UJ(O, ) = f n Q7
Mw =0 in [0, Tp] x 092

ist. Es ist dabei zu bemerken, dass der Operator L(v) fiir v € X N X,, aufgrund der Aussage

in Lemma B.7 die Voraussetzungen von Satz 3.1 erfiillt.

Lemma 3.20
Es gibt ein Ry > 0, eine Funktion g : [Ry,00) — R mit limp_o g(R) = 00 und zu jedem
R> Ry ein Ty =T1(R) > 0, so dass fiir die Menge

Xrm) ={v € Xu([0,T1],Q2): Mv=0 in 99, 9Jv(0,")="0u(0,") fir 0<i<m,

sup ([[[oll[7-1 + olllFian) < B Molllmn < g(R)}
0<t<Ty

S (X(R,Tl)) C X(rm) 9ilt, falls Ry grofs genug ist.

Lemma 3.21

Es sei R > Ry. Dann gibt es ein Ty > 0, so dass die Abbildung S‘X(RT) eine Kontraktion
41

beziiglich der Xo-Norm ist.
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Um Satz 1.6 zu beweisen wéhlen wir eine Funktion ug aus der Menge X in Lemma 3.19.
Dazu wihlen wir R > Ry aus Lemma 3.20 so groB, dass ug in X(g ) liegt und 0 < T < Ty
so klein, dass die Aussagen von Lemma 3.20 und Lemma 3.21 mit R und 7} := T gelten.
Mit Hilfe der Abbildung S kénnen wir damit durch

u =S (ug—_1) fir keN

eine Folge (uy), C X(g) definieren.

Da S|X(R,T) nach Lemma 3.21 eine Kontraktion in C° ([0, T, L?(Q2)) ist, folgt aus dem Beweis
zum Banachschen Fixpunktsatz®, dass (ug), in C° ([0, 7], L*(2)) eine Cauchyfolge ist.

Sei u := limy_oo up € CY ([0, 7], L*(2)).

Analog zum Vorgehen auf den Seiten 88-93, wo gezeigt wurde, dass der Grenzwert u der
Losungen (u’“)k zu den linearen Systemen in X, ([0,7],Q) liegt, kann auch hier gezeigt
werden, dass u € X,, ([0,77],Q) gilt.

Dabei ist beim Beweis zu u € N,*C?([0,T],Q) zu beachten, dass 9iu(0,-) =" du(0,-)
und |||ug||lmr < g(R) fiir alle k& € Ny gilt und mit Hilfe von Lemma B.6, Lemma B.7 und
dem Hauptsatz der Integralrechnung unter Beachtung von A € O™ fiir A = A°, A7, B die
folgende Abschitzung® gezeigt werden kann:

Firp <m —1und k,[ € Ny gilt

[ ACur) = Alw)lll, =[] /0 VA (u+ s(ug = w)) - (up — w) ds||],

1
< |||/ VA (u + s(ur = w)) ds|lfm—1 - [|Jux = wlllp
0
< I sup VA (u + s(ue — w)) [|lm—1 - [l = wlllp
s€[0,1]
< clAllom@xqizasgmy * (1 + Clwlllnot + -0 - e = wlll-
Somit ist (A(ug)), eine Cauchyfolge beziiglich ||| - |||,r, falls (ux), in X, ([0,T7],2) konver-

giert, wobei die Konvergenz von (uy), in X,,,—1 ([0,77,8), wie auf Seite 88, direkt aus der
Ungleichung von Gagliardo und Nirenberg und der Konvergenz in C° ([0, T, L*(2)) folgt.
AufBerdem sei darauf hingewiesen, dass aus Lemma B.7 und der Beschrénktheit von (|||ug|||m,7),
die Beschrénktheit von (]||A°(ux), A7 (uy), B(ug)|||m1), folgt.

Aus diesen Voraussetzungen folgt, wie im voherigen Abschnitt, dass u in X, ([0, 77, Q2) liegt
und insbesondere die Gleichung S(u) = u erfiillt.

Die Eindeutigkeit der Losung u folgt ebenfalls aus dem Beweis des Banachschen Fixpunkt-

satzes.

8[15], Theorem 9.1
9nach [12], Seite 67/68
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Beweis zu Lemma 3.19: Wir schreiben A anstelle von A°, A7 bzw. B. Dann gibt es

entsprechende Konstanten c,; und ¢ 3, so dass fiir 0 <i <m

O [Au)u] = ) cap- 9} [A(u)] Ofu

a+b=1
und
AW = > cnp (0FRA) (u) - 0w+ 0"u
k+p<a
kf-i-Zf:lﬁi:a
gilt.

Damit kénnen wir / (Ao(u)aﬁlu);{ .o, Schreiben als
t=0} X

’(Ao(u)aﬁlu);{tio} . =" | 8} (F — 4’ (u)0;u — B(u)u) — Z Ca b0t A% (u)Or
a+b=1
bsi—1 lfe=0)xQ
/
= | = Y cas ([0 4] (WO} Oju — [07B] (w)Ofu) — > cap0f A (u)0)
a+b=1 a+b=1
b<i—1 o
{t=0}xQ2
/
(3.49) + 8ZF - Z Z CapCh 3 ° ((85(95/10 (u) - 8tﬁlu. .. afpu) 3faju
a+b=1i k+p<a
b<i—1  p#£0
k3l fima l{t=01x0
/
IS Y s ((afagB) () - 8P -- afp) bu
a+b=1i k+p<a
b<i—1  p#0
k+320_1 Bi=a l{t=0}x0
Wir definieren nun fiir 0 < i < m — 1 Funktionen G; € L?*(2) durch
/
Go="[aF-Y 3 cuscrs- ((afagAj) (w) - u - -afpu) aho,u
a+b=1 k+p<a
b<i—1 p#0
ki Bi=a l{t=0yx@

/

XX s ((0REB) () 07w 0 ) O

at+b=1 k+p<a
b<i—1 p#0

k p =
+ZZ:1 pi=a |{t:0}><§2
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Auf gleiche Weise, wie (3.28) bewiesen wurde, kann hier gezeigt werden, dass
(OLF)1icoyna € H™=3(Q) fir 1 < i < m — 1 gilt, woraus mit f € H™(), Lemma
B.6 und Lemma B.7 induktiv '8/u(0, ) € H™2(Q) und damit auch G; € H™ 2 (1) fiir
1 <@ <m—1 folgt.

Daraus konnen wir ebenso, wie auf Seite 83 die Existenz der Funktionen U, folgte, die
Existenz einer Funktion G € H™ ([0,T] x Q) mit 9;G(0,-) = G; fiir 0 < i < m — 1 folgern.

Sei nun v die Losung der linearen Anfangsrandwertaufgabe
L(f)v =G, v(0,-) = f, Mv=0 in ONQ.
Dann kénnen wir mittels Induktion nach ¢ zeigen, dass
Oiv(0,-) =" Oiu(0,-) fir 1<i<m

gilt.
i=0: Fiir i =0 ist 9?v(0,-) = f =" du(0,-)".

i~ i+ 1: Es gelte 07v(0,-) = oPu(0,-) fir 1 <p <.

oo = (A1) 01 (G — Ao — B = S casdlA(f)0 o

a+b=1i
b<i—1

Damit kann man aus der Darstellung (3.49) nach Einsetzen der Induktionsvoraussetzung
direkt 9/'v(0,-) =" 9;'u(0, )" ablesen.

Es gilt somit v € X, also X # (). O

Beweis zu Lemma 3.20: Analog zur Schreibweise '9¢u(0, -)’ bezeichnen wir mit '0; A(t = 0)’
die formale i-te Ableitung von A(:,-,u) nach ¢t ausgewertet an der Stelle ¢ = 0 unter der
Annahme, dass u das System 16st. Die in der Ableitung auftretenden inneren Ableitungen der
Form 0}u(0, -) werden daher durch die formalen Ableitungen '9/u(0, -)’ ersetzt. Entsprechend
sei [||'A(t = 0)'|||x fur 0 < k < m definiert.

Mit diesen Bezeichnungen seien nun

b= (P, ) I+ (0, Y P und

m,tan

Ba = 1A= 0) ATt = 0) Blt = 0) [l
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AuBlerdem seien k3 und k4 die nach dem Sobolevschen Einbettungssatz existierenden posi-

tiven Konstanten mit

I lles@y < all-llyigeng — wnd

- @Ol < Kalll - [ m 0.5 <0

Lemma B.7 garantiert uns die Existenz zweier Funktionen Gy, Gs : X, ([0, Tp],©2) — R, so
dass fir k € {m —1,m}

11A°C), A7C), BONk < G (] - llx)

und
A%C), A7), BOm < Ga (1] - 1) X+ - ]]m)
gilt.
Sei Ry = 2d, (j 21@) - (ky +1) und fiir R > Ry
G(R) = 1+ 2dy(car,2ks) - <\/23+ k4||F||Hm([0,TO]XQ)>

+ [4d4 (cav,2ke) GY (\/ﬁ) : (@ + k4HF||Hm([o,TO]xQ)>] = )

wobei 0 < a < 1 wie in (3.5) sei und die d; sowohl hier, als auch im Folgenden, fiir die in
Satz 3.2 beschriebenen und von bestimmten Systemeigenschaften abhéngigen Konstanten
stehen.

Es seien nun R > Ry fest und dazu T} = T7(R) > 0 midestens so klein, dass

€0 ko In2

fL=mimy L o® GieR) dz(G1(9<R))7ﬁacA”>

und

d (Gl(g(R)),CAv)-/O @It < 1

gilt.
Sei v € X(g/y) und 0 < ¢ < T3. Dann gilt v € C* ([0,71] x ) und nach Konstruktion

t
/0 %v(s,x) ds

Somit ist w := Sv € X,, ([0, T3], ) wohldefiniert und aufgrund der Gleichungen d{v(0, -) =’
Oiu(0,-) fiir 0 <4 <m, L(v)w = F und w(0,-) = f gilt diw(0,-) =" diu(0,-) fir 0 < i < m.
Mw = 0 in 0f gilt nach Definition von S.

o(t, z) = f(z)| =

[g)s2m = 0

<t- sup [|Ow||co) < ksTh|||v]]]
0<t<Ty
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Es muss daher nur noch gezeigt werden, dass
w171 + N[O < B und [|[wlllmz < g(R)

gilt. Dies wird uns mit Hilfe der Abschidtzungen (3.4) und (3.5) in Satz 3.2, die fiir die
Losung w gelten, gelingen.

Aus A°(v) € X,, ([0, T1],Q) folgt

A = / A lwor s+ 1A O)
<t 1A e + IAY(E = O]

Daraus ergibt sich nach Wahl von T3 direkt

[A°(v), A7 (v), B(v)|[|m-1,n < [|I'A°(t =0)) A (¢t = 0)") B(t = 0)'||[1m-1
+T1[||A%(v), A7 (v), B)||lm/y < k2 + T1G1 (g(R)) < 2ks.

Nach Konstruktion gilt auflerdem

edz(||\AO(v>,Af<v>,B(v>|||m,T1,%%O,cAu)t <ed2(cl(g<R>>,cjo,cAu)T1 oy

und
d3(IIIAO(U)7Aj(U)7B(v)lllm,TuCAv)/0 e =|[|F(s)][]7, ds
< ds(Gl(g(R)),CAv)'/O IHIF(L‘)!H?ndtél

fiir t € [0, T3], so dass man nach Einsetzen in (3.4)

1
Hw @71+ @ tan < 2ds (5,21@) (li+1)=Ro <R

erhalt. Aus (3.5) folgt damit

@l < diear,2k2) (14 G5 (VR) (1+ g(R)") - (V2R + kal| Fll g

1
< 52 (e, 2k) <\/2R v k4HFHHm)

l—a

+}1 ([4d4 (cav2k2) G (VR) (V2R + k’4HFHHm>T_1a> (29(R))"

1

< S0(R) + 19 (R (29(R))" < g(R)

Somit liegt w in X(p 1) und Lemma 3.20 ist bewiesen. 0J
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Beweis zu Lemma 3.21: In diesem Beweis gehen wir analog zu [12], Beweis zu Lemma
9.3, vor.

Es seien R > Ry und 7y = T1(R) so, dass die Aussage von Lemma 3.20 gilt.

Weiter seien vy, vo € X(gp) beliebig und dazu w, = Sv; und wy; = Svy. Dann liegen w;
und wy ebenfalls in X(g 7y und es gilt L(vi)w; = L(v2)wa, wi(0,-) = w2(0,-) = f in  und
Muw; = Mwsy =0 in [0, T1] x 0.

Damit gilt

AO(Ul)at (UJQ — wl) + Aj(vl)ﬁj (wg - wl) + B(Ul) (’LUQ — U)l)
= (AO(Ul) - AO(’UQ)) 8,511}2 + (Aj(vl) — Aj(vg)) anUQ + (B(Ul) - B(’UQ)) Wy =: K.

Die iibliche Methode zum Erhalten von Energieabschatzungen liefert daraus

1d ,
AO(’Ul) (U)Q — w1)2 + id_l‘] 5 A]('Ul) (’11)2 — 'lU1>2

1d
2dt J,

1 1 .
= —/ (B(U1> — §VAO(111)8,5U1 — §VAJ(U1>8]'1)1) (’wz — w1)2 + / K (U)Q — wl) .
Q Q
Die Randmatrix A”(¢,z,v) ist auf dem Nullraum von M positiv definit, falls x € 02 und
Muv = 0.
Aus M (wy —w;) = 0 und Mv; = 0 folgt deshalb, dass der Term %d%j Jo A7 (v1) (we — wy)?

nichtnegativ ist und daher fiir die weiteren Abschéitzungen vernachlissigt werden darf.
Nach Integration iiber (0,t) fiir ¢ € (0,7;] erhalten wir somit

(3.50) /QAO(vl) (wy —wy)? () < /0 /Q2K (wy —wy) (t)dt
_/0 /Q (2B(v1) — VA (01) 0wy — VA (v1)d501) (we — wy)? (t) dt.

Aus Lemma B.7 folgt VA° (vy) € X,,1 ([0, T1],9) C XL J41 ([0, 71],22) und

n
2

VA @)l o1 S elVA N emscrisiintin oy - (1+ llenll)

S CHAOHC"L(QX(HS\/E)) . <1 + v Rm—l)
und damit aus Lemma B.6

|||VAO (Ul) at”ll” |_%J+1 < CHAOHCm(QXO.‘S\/Tg)) ’ <1 + \/W) : \/}_%
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Analoge Abschiitzungen gelten auch fiir die A7- bzw. B-Terme, so dass wir aus (3.50) zu-

sammen mit (2.47)

t t t
e st = (O <20 [ us®)-ur®[s e+ | st -wn Ol des [ KR ds
0 0 0

fiir eine von v, unabhéngige Konstante I' = I'(R) erhalten.

Darauf wenden wir das Lemma von Gronwall, Satz 1.3, an, das uns die Abschétzung
2 e 1 2
(3.51) Jua(t) = w0 < e [ R (s) 2 ds
0

liefert.
Mit Hilfe des Hauptsatzes der Integralrechnung kénnen wir K aufgrund der stetigen Diffe-

renzierbarkeit von A%, A7 und B zu
1 .
K = / (VAO (V2 + s (v1 — v2)) Qyws + VA (vg + s (v1 — v3)) 8jw2) < (v1 — ) ds
0
1
+/ VB (vy+ s (v; —vg) ws) - (v1 — vg) ds
0

umformen. Es gilt

1
[ / VA (v3 + s (v1 — v3)) Qyws - (v — v2) ds||z2
0

< Il swp VA (03 + s (v1 — 09)) [leo - |Brws (v — v3) |12
s€(0,1

und mit dem Sobolevschen Einbettungssatz und Lemma B.7

IV4° (0 + 5 (01 = v2)) leo < dllIVA° (2 + 5 (01 = v) 1] |+

n
2

m—1
< [VA |l em-1oxi<2(liozllimer+locllime1))) © (L + @ ([Jv2lllm=1 + [o1]]lm=1))""")

< Ao (ax (11<sv)) (1 * <8\/E>m_l> '

Analoge Abschiitzungen gelten auch fiir die A7- bzw. B-Terme.

N

Damit und mit Lemma B.6 kann || K||2, abgeschiitzt werden durch

11|12

IN

) m—1 2
A AT B, o (1 + (sVR) ) P(R) - o — vl

= A-|jor — e3>

fiir eine allein von R und den Koeffizientenfunktionen abhéngige Konstante A > 0.
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Damit folgt aus (3.51)

L (T+1)e t
lwa(t) —wi(®)|Z: < Aea /IIm(s)—w(s)H%zds
0
1 (P41
< Aemo T sup Jui(s) — va(s) 2.
s€(0,t)

T+1)Ty

1
Falls T} > 0 nun so klein ist, dass Ae?¢a0 /Ty =: k < 1 gilt, erhalten wir damit

[[Jwa = wil[lory < Ell[va — villloz,
womit Lemma 3.21 bewiesen ist. O

Damit ist auch Satz 1.6 bewiesen.
Zu bemerken ist, dass aus der Wahl von 7T} in Lemma 3.20 und Lemma 3.21 ersichtlich ist,

von welchen Systemeigenschaften die Lénge T des Existenzintervalls abhéngt.



Anhang A

Anhang zu Kapitel 2

Beweis zu Lemma 2.20

Beweis: Nach Definition von F gibt es offensichtlich ein ¢; > 0 mit c; E(t) < [||u(¢)]||3 und
es gilt

1
(1.1) [[[u(@®)]]3 SF-E<t)+/ @+ o2+ @+ h+ G+, da
0

Um (i) zu zeigen, schitzen wir die Summanden des Integrals einzeln gegen E(t) ab. Mit den
Abschétzungen (2.82) und (2.87) gilt schon

(1.2) / R dr ST (14 a?(0) - B,

Aus Gleichung (2.75) folgt

1 1
/ qg%dxéf/ 0+ (gpe) + ¢+ P de
0 0

(1.3) < T-(1+a°1) - Et)+T - Ri(t).
Gleichung (2.80) liefert zusammen mit (1.2)

1 1
/ g da < F/ 0% 4 ot 4 (qpapr)’ + (qups)” da
0 0

1
+F/ (qpm)” + (Pe0)” + (q@)* + r2 da
0

(1.4) < T (1+a’(t)+a*(t)) - E(t) + T - Ri(t).

104
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Um die beiden iibrigen Terme abzuschétzen leiten wir (2.74) und (2.75) nach x ab

(15) 0 = Ath + A(ht + B.q+ Bgy + 0
+Equpe + Eqpes + Foq® + 2Fqq,

und erhalten schliefllich aus Gleichung (1.5) zusammen mit (1.3) und (1.4)

1 1
/ o2, dz < F/ @+ @+ (@pe)’ + (gp2)” do
0 0

(1.7) < T-(14a’t)+a’(t) - E(t)+T - Ri(2)
und aus Gleichung (1.6) zusammen mit (1.2) und (1.7)

1 1
/ ¢, dr < F/ 02+ (@)’ + ()’ + (0r2q)” dz
0 0

1
+ F/ (492)° + (q0.)* + (¢%¢.)" + r2 da
0

(1.8) < T-(1+a*(t)+a*(t)+a’t)) - E@)+T - (14 a*(t)) - Ri(2).

(1.2), (1.3), (1.4), (1.7), und (1.8) eingesetzt in (1.1) zeigen, dass es ein I' > 0 gibt mit

Hu@]]3 T (14 a(t) +a*(t) + (1)) - E(t) + T (1+a*(t)) - Ra(t).

Wegen ||u(t)]|3,: + Bi(t) < 1 und folgt daraus mit Lemma 2.15 |||u(t)|||3 < T'-4max{1,c{} -

E(t) +T - 2max{1,c?} - Ry(t), womit (i) bewiesen ist.

In (ii) ist die erste Ungleichung trivial und es gilt

1
(1.9) alOIIE < ()]s + / Pttt ot it G da.
0

Analog zum Beweis von (i) erhalten wir aus (2.74) und (2.75)

1 1
[ @ar<TluR.  wd [ e <T (14 a%0) - Ju)le+ TRl
0 0

und damit aus (1.5) und (1.6)

1
/ @+ oo de < T (1+a?(t) + a4(t)) w3z + T - Ri(t).
0
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Diese Abschétzungen liefern zusammen mit (2.79) und (2.80)

/01 ¢4 dr <T (1 +a(t) + a4(t)) Nu@®)||Fe +T - Ri(t) und

/0 S de < T (1+a2(t) + ah(t) +a8(t)) - [lu()|%e + T - (1 + a(8)) - Rat).

Wie in (i) folgt daraus zusammen mit Lemma 2.15, dass es ein cg > 0 gibt mit |||u(t)]|3 <

collu(t)]3;2, womit (ii) bewiesen ist. O



Anhang B

Anhang zu Kapitel 3

Definition der Bessel-Potential- Rdume fiir p = 2

Aus Definition 2.3.1./1(c)(d), Theorem 2.3.2.(b),(d) und Theorem 2.3.3. in [18] folgt die

Aussage.

Satz-Definition B.1

FEs sei —o0o0 < s < 00. Dann st

H*(R™) := H5(R") = {u e (R : |luf

mso) = [FH[(0+1-1)E F]|

<oc)
L2

beziiglich der Norm || - || gsny ein Banachraum und fiir m € IN gilt

Wm,Q(Rn) — Hm(Rn>,
wobei die Normen || - ||ywm2gny und || - || gm@mny dquivalent sind.

Hierbei bezeichne ./, wie iiblich, den Raum der temperierten Distributionen und F die
Fouriertransformation auf diesem Raum.
Analog zu Definition 4.2.1./1 in [18] definieren wir fiir Gebiete @ C R™

Satz-Definition B.2
Sei QQ C R™ ein Gebiet und —o0o < s < 0o. Dann ist

H¥(Q) :={ue.?(Q) :es gibt ein g€ H5(R") mit g, =u im distributionellen Sinn}

beztiglich der Norm

ull s == inf ||g]
o =u

geHS(R™)

H3(R™)

107
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vollstindig' und fiir m € IN gilt

W™2(Q) = H™(S).

Niitzliche Ungleichungen

Lemma B.3

Es seien m € IN, Q C R" ein beschrinktes Gebiet und u € X, ([0,T7],2) so, dass supp(u) N
o C {xeR": x, =0} gilt.

Dann gibt es zu jedem p > 0 eine Konstante I's = I' (%, Q, m) > 0, so dass

m—1
> D%l < p ) 11307 ullzz + Ts ([ulllmgan + l2elll—1)

jal<m, i=0
aptan<m—1

qgilt.
Beweis: Um Lemma B.3 zu zeigen benotigen wir die folgende Aussage.

Behauptung B.4

Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet, das die gleichmifige Kegeleigenschaft® besitzt.

Zue > 0 und k € IN gibt es ein ¢ = c(%,Q,k) > 0, so dass fiir alle w € H*(Q) die
Abschdtzung

(2.1) > IDulie <ellfullia+c | Y 1D ullfe + llullfm
oo <k, |8|=F,
an<k—1 Bn=0

gilt.

Beweis: Sei ¢ > 0, k € N und v € H*(Q). Dazu sei f € H*(R") mit f, = v und
FIf1() = 2m)72 [, e7™ f(z) dz die Fouriertransformierte zu f.
Die Existenz einer solchen Funktion f sichert uns Theorem 4.2.3 in [18].

Zar iibersichtlicheren Darstellung sei aulerdem fiir ¢t < k

Ak, t) ={ae Ny : |a| =k a, =t}.

lsiehe [18], Seite 310, Remark 1.
Zsiehe [1], 4.8
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Dann folgt mit dem Satz von Plancherel®

> DIz = 1+ Y IFID I = 117

la|<k, la|=F,
an<k 1 an<k 1
2
SRS > G R (27| || ey e
t=0 acA(k,t) R
=:1(8)

Allgemein gilt

STolaPe g < (G G )

acA(k,t)
womit
E—1 .
o —t
(2.3) > DSl < / (6?4 4 [€aa ) T L€al® - 1) dE
|| =k, t=0 Y R"
an<k—1
folgt.

Fir1<t<k—-1,p:= %, q:= % und fiir alle v > 0 liefert die Youngsche Ungleichung

Q[

k—t 1 2k _1
&l (161 + -+ - + [€na]?) = yrl&al? e (JG)P+ - 4 [&aal?)

Y yor k
< 5|£nl2’“+7(|£1y2+---+|gn_1|2)

ot k
< ,ﬂgn‘zk_i_fy i (’51’2_,_...4_‘5”71‘2) _

Dies setzen wir in (2.3) ein und erhalten mit der Bezeichnung ¢; = ¢; ( > Zt 0 =

und einer von k£ abhédngigen Konstanten co > 0 die Abschéitzung

> Dl < vk‘/ﬁn \fnl%-f(s)dfﬂl-/m(!€1|2+---+\5n_1|2)’“-I(f)df

lo|=k,
an<k—1
(2.4) = k05 fl7: + crca- Y (ID e
1B1=k
ﬁn:O

Theorem 4.2.3 in [18] garantiert die Existenz zweier von k und §2 abhéngiger Konstanten

3siehe [1], 7.61
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cs, ¢4 > 0, so dass aus (2.2) und (2.4)

Y Dz <es Y IDSfI7(9)

loo| <k, oo <k,
an<k—1 an<k—1
< C3||f||%{k—1(1an) + sk - Haﬁf“%mm) + 10203 Z HDﬁfH%mRn)
=
< C3C4HUH§{’€—1(Q) + czeqvk - Ha]ZUH%%Q) + C1C2C3¢y - Z |\DﬁUH%2(Q)
|B|1=k
Bn=0

folgt.

Wir wihlen nun v := —=

cscqk

und definieren ¢ = ¢ (%, k, Q) entsprechend. Damit folgt

> IDulff: < ellyullze +c | D 1D ullze + lfullfes |

|a|:k7 |ﬁ|=k‘,
an<k—1 ,Bn:(]
womit Behauptung B.4 gezeigt ist. (O)

Die Héldersche Ungleichung liefert eine von m abhéngige Konstante c¢5 > 0, so dass
2

m—1
Yo D%l | <& Y IDuli=a), Y, IDGuli

‘Oélgmv |oc\§m7 =0 ‘algm_lv
aot+on<m—1 agton<m—1 ap=0,
ap<m—i—1

gilt. Daraus folgt mit Behauptung B.4 fiir \/¢ := £ und entsprechendem I's > 0

> IDulle

laj<m,
aotan<m-—1

m—1 m—1
i i 1 - i i
< ese E |Om " Ol 12 + ¢5 E c (E,Q,m — z) E | DPOiul| 2 + || 0l

Hm—i—1
i=0 i=0 |B|l=m—i,
ﬁO:,Bn:O
m
< pY 07 8ullze + Ts (lllulllmtan + lelllm—) .

i=1

womit Lemma B.3 bewiesen ist. O
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Lemma B.5

Es sei T > 0 und Q0 C R™ ein Gebiet, das die gleichmdfsige C™-Regularititseigenschaft
besitzt.

Weiter seien f,g € X, ([0,T],Q), |af, |B] < m, s1,52 € N mit |a] < 51— 1, |8 < s9—1
und |af 4+ |B] + 5 < 51+ 2.

Dann gibt es Konstanten ay,as mit 0 < a; < 1 so, dass die Abschitzung

D)D)y < elllF N2 gl gl
qilt.

Beweis: Die folgende Abschéitzung ist ein Spezialfall der Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung

aus Theorem 10.1 in [6]:
Es seien j € IN mit j < m, # <a<l, i = %—i—j_gm, m—j—% < 0und D7 beinhalte keine

Zeitableitungen.

Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass

|D7h oy < ellhllm @ 17l (e

gilt. Hierbei sei [D7A[], ) 1= 32,1, HDO‘hHL][,(Q

Wir setzen nun j; := |a| — ag bzw. js := |B| — Bo und m; := s1 — ap bzw. my 1= s5 — .
Wir werden zeigen, dass es dazu 2 < py,py < oo mit i + p% und |a| < a; <1 bzw.
18]—=Bo

o <<l gibt, so dass die Voraussetzungen der oblgen Abschatzung erfullt sind.

Sind diese gefunden, kann mithilfe der Hélderschen Ungleichung
(DDl < 1D flleoi | Dgl| 2

< ellOf FllSes—wo 108 FI2 107 9115250 107 9 72

< AN gl g, 2

gefolgert werden, womit Lemma B.5 bewiesen ist.

Wir zeigen, dass es ay, as mit

18] = Bo

ol =

O<a1<1 bzw. <ag <1
S1— Qo Sg — 50
gibt, so dass fiir p; = p1(a;) und ps = pa(ag) mit
1 1 — g — — — By — _
22y la| —ag — ai(s1 — ap) and . 18] — Bo — aa(se — Bo)
Y4 2 n D2 2 n

gilt:
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1 1 1 1
[— _ = - — — — — — — 1 = —
P + D n(‘Oél (%)) a1(51 Oé()) + |6’ 6() a2(52 60)) + 9

1 e _
__<]a| ap — ai(s; — ap)

Y

1 — B _ _
<0 und —=X 181 = o = aals2 = o) <0
n 2 n

woraus 2 < p1,pp < oo und 0 > my — j; — 5 bzw. 0 > my — j, — 5 folgt.

Zu (i):

Wir definieren H (ay, ay) := 12l=ao=ailsizao) HB|=o—as(ss =)

Falls a1 = ay = 1, ist H(ay,a5) = lod+1Bl=(s1+s2) - —%, da nach Voraussetzung |a|+ |3+ 5 <

n

S1 + So.

Falls a; = Jﬂ:ioo und ay = li'%gg, ist H(ay,as) =0> —1.

Die Stetigkeit von H liefert uns deshalb zusammen mit dem Zwischenwertsatz einen Punkt
(a1,a9) € <f‘1|_;aa§, 1) X (@%gg, 1) mit H(ay,as) = —3. Damit ist (i) gezeigt.

Zu (ii):

Fir die durch (i) bestimmten ai,ay gilt |°‘|_O‘°_‘;1(sl_a°), ‘m_ﬁo_f(srﬁo) < 0 und

‘O"_ao_‘f(sl_ao) + ‘m_ﬂ(’_‘:f(”_ﬁo) = —1. Hieraus folgt (ii), womit Lemma B.5 bewiesen ist. [J

Lemma B.6
Es seien f,g € X ([0,T],Q) und 2 besitze die in Lemma B.5 geforderten Eigenschaften.
Falls k < |%] + 1 ist, gilt

(25) £l < el ol ol

und falls k > L%J + 2 ust, gilt

(2.6) 11791l < e (AR g ey + T e-1llgllk) -

Beweis: Wir beweisen zuerst die Abschétzung (2.5).
Dazu seien k < |2| +1 und f,g € X, ([0,T],9).

Dann gibt es eine von k abhéngige Konstante ¢ > 0 mit

(2.7) I1fgllle < e > D F)Dg)1e.

o +[B|<k

Wir schiitzen die Terme der Form ||(D*f)(D"g)|| > einzeln ab.
1. Fall: |3] = k : Der Sobolevsche Einbettungssatz liefert ein s > 0 mit

1D F)DPz> < [ fllcolD%gllzz < slIFI1]] 3| a9l
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2. Fall: |o| =k = |%]| +1: Wieder gilt mit dem Sobolevschen Einbettungssatz

(DD gz < 1D fllzzllglico < sl Melllgll 2141 = sHIFI 2 )alllgle

3. Fall: || < |2| +1 und 8 < k:
Mit sq := ng + 1 und sy := k ist Lemma B.5 anwendbar und liefert direkt

1D YDz < elll ANl 5 gl s

Damit ist (2.5) bewiesen.

Um (2.6) zu beweisen seien nun k > | 2] + 2 und f, g € X ([0,7],9).
Da (2.7) auch in diesem Fall gilt, gehen wir wie im Beweis zu (2.5) vor.
1. Fall: |B| =k :

DD P2 < I fllcolD%gllze < sIIFI| a alllallle < sl1F[le-alllglllx

2. Fall: |B|=k—1:

1D NDz> < [ fllex 1D g2 < sHIFI| 2 |solllgll ks < sl F]]1xllll5-1

3. Fall: [o| < kund <k —1:
Mit s := k und s, := k — 1 folgt aus Lemma B.5

(D F)(Dg)lz < el FI1Ikllgl -1

Indem nun « und 3 in den Fallunterscheidungen vertauscht werden, ist Lemma B.6 bewiesen.
O

Lemma B.7
Es seien T > 0, Q C R" ein beschrdnktes Gebiet, m > L%J +1,AeC™ ([O,T] x 0 x Rl)
und h € X,, ([0,T],Q) mit h(t,z) € R fiir (t,z) € [0,T] x Q.
Dann ist A(h) € X, ([0,T],Q) und es gibt eine von A und h unabhingige Konstante ¢ > 0
mat

ARl < cllAllem@xi<entiniig ) - (LRI -

Falls m > L%J + 2 ist, gilt sogar

AW < ellAllem@xieimi g - (L IR @+ 1Aln) -
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Beweis: Fiir k£ < m ist 9F A(h) eine Summe aus Vielfachen von Termen der Form
0/ A) (h) - 0" b 0" h

mit a +p <k und a+ >0 b = k.
Analog erkennt man, dass DYA(h) fiir jeden Multiindex v mit |y| < m eine Summe aus

Vielfachen von Termen der Form

L A) (h)- D2

(D he DI h

s

mit o +p < |y] und a + 37 B0 = v ist.
Somit besteht |||A(R)]||?, ausschlieBlich aus Summanden der Gestalt

N ) ®
COZﬂH (Dt,maZA) (U’) ' Dgz h--- Dfr hH%Q

fiir [a| +p <m, o] + Y7, [89] < m und von « und 3 abhiingigen Konstanten c, 5 > 0.
Fiir jeden dieser Summanden und fiir alle ¢ € [0, 7] gilt mit einer von m abhéngigen Kon-

staten ¢, die Abschiatzung

N 1) )
ol ((De0RA) () - DL b D) ()2
(2.8) < enllA@®)llem@xq <l « A @] m-

Wir zeigen mittels Induktion nach p, dass fiir 0 <p <m

+1
| +2

cl||Rl|E,, falls m > [

(2R S
BB, falls > |

oIS 0|3
| I—

gilt.

p = 0: Fiir p= 0 gilt die Aussage mit ¢ := ||1]|z2, da |||h[||°, = 1 und IIWILLZ > 1 ist.

p~p+ 1: Falls m = LgJ + 1 ist, gilt mit (2.5) und der Induktionsvoraussetzung

17 Mo = 18- B[l < ellllll 5 B = 1R

Fiir m > [%J + 2 folgt der Induktionsschritt auf analoge Weise aus (2.6).

Wegen |[|[[[7, < [[[a][[7, falls [[[A[[l,m > 1, und [[|a[|[7, <1, falls [||A[|], < 1, folgt damit
aus (2.8) die Behauptung. O
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